www.mundoindustrial.net 


Del mtsmo autor 
ALGEBRA 11 

£~SpuCiOb vector iaieb. Matrices. 

Trasformaciones lineales. 
DiagonaHzaci6n. 



Armando 0. Rojo 


Ex Profesor Titular del Departamento 
de Matematica, Facultad de Ingenieria, 

Universidad de Buenos Aires 


Decimoctava edicion 



LIBRERIA-EDITORIAL 

EL ATENEO 


www.mundoindustrial.net 


512(075} 

ROJ 


i 


i 


r 

a 

A 


Rojo, Armando 

Algebra I - 18a, ed - Buenos Aires: El Ateneo, 1936. 
489 p.; 23 x 16 cm, 


JSP.M 950-02-5^^4-X 


i $ry «0 


r.T.^5, fc. *5t. .A 


i. frtcii&rndf(€«* 


Ensenanza Secundaria 


j 


PROLOGO 


Advertencia importante: 


E! derecho de propiedad de esta obra comprende para su autor la 
facultad de disponer de ella, publicaria, traducirla, adaptarla o autorizar 
su traduccidn y reproducirla en cualquier forma, total o parcialmente, por 
medios electrcnicos o mecanicos, inciuyendo fotocopias, grabacion 
magnetofonica y cualquier sistema de aimacenamiento de informacion. 

Por consiguiente, nadie tiene facultad a ejercitar los derechos precitados 
sin permiso del autor y del editor, por escriio. 

Los infractores seran reprimidos con las penas del articufo 172 y 
concordantes del Codigo Penal (arts. 2, 9, 10, 71, 72 ley 11.723). 


Qustfa hecfto el deposilo que sstablece !a ley N® 11.723. 

1972.1974. 1975 ;3‘‘ y 4* ed.). 1976, 1978 ‘B 3 y 7* ©d.>, 1381 (8 3 y 9 s ed.) 
1984,1985, 1556. t§93,1391 1992. 1994. 1996, “EL ATS 
L^reria, Editorial e inmcfciliana, Florida 340. Buenos Aires. 

Fundada en 1912 por don Pedro Garcia. 


r* 1 - .-"V •* 


9 * 


\i3rSi' 


^4. j" 

W- <r 


Se rermino de impnmir ei 21 de junto de *996 
en impresiones Aveilaneda. Manuel Ocantos 253, 
Aveilaneda, provincia de Buenos Aires. 

Tirada: 2,000 ejempiares. 


La ensehanza de los con ten id os fundam'entaies del algebra actual y el uso de su 
peculiar terminologfa son una realidad en todos los cursos basicos a nivef universitario 
V prof esc raL Creo que hay dos razones principales que dan credito a esa determi¬ 
nation: una asociada al progreso de las tiencias, a la unidad conceptual y, en ultima 
instancia, al mundo de fa Inteligencia; la otra vincuiada estrechamente a sus apUca- 
c tones en cast todas las disc ip Unas de in teres practico y de vigentia cotidiana. 

No escapan a estas consideraciones las dificultades que se presen tan initialmente 
ante io que es, de alguna manera, nuevo. Precisamente esa constancia me ha movido a 
redactar este texto elemental de algebra , en ef que heprocurado desarrollarsus conte¬ 
nt'd os con una metodoiogfa que estimo apropiada . Se han intercalado ejempios que, 
edemas de i/ustrar la tear fa , hacen posible la adqu isle ion de metodos adecuados de 
trabajo, Un detalfe que juzgo de interes para los lectores es la respuesta que se da a los 
problem as propuestos, o al menos la sugerentia de pautas para las demostraciones que 
figuran en fos trabajos practices. 

Doy test/monio de mi agradecimlento a los amigos que me han ayudado y 
estimulado en esta tarea , y a la Editorial EL ATENEO ; cuyo persona / no ha esc ati- 
mado esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a la publication del texto. 



SMPRESO en LA ARGENTINA 



www.mundoindustrial.net 



CONTENIDO 

mC am'tiiirt i NnnnNFQ nv i nr.iri 

1 

1 

1. 2. Froposiciones 

1 

i. 3. Notaeionesy conectivos 

7 

tmd> 

1 4, Operaciones proposicionaies 


1. 5. Condiciones necesarias y sirficientes 

1 

1. 6. Leyes logicas 

8 

h 7. Implicaciones asociadas 

11 

1. 8. Negaeion de una implicacion 

12 

3 . 9. Razonamiento deductivo valido 

13 

UO, Funciones proposicionaies 

14 

1.11. Circuitos logicos 

IS 

Trabajo Practice I 

.22 

S k 

/Capitulo 2. CONJUNTOS 

25 

2. 2, Determination de conjuntos 

25 

2. 3. Inclusion 

30 

2. 4. Conjunto de partes 

34 

2. 5. Complementacion 

36 

2. 6. Interseccion 

38 

2. 7. Union 

42 

2. 8. Le^es distributivas 

45 

2. 9. Leyes de De Morgan 

46 

2.10. Diferencia 

48 

2.11. Diferencia simetrica 

50 

2.12. Producto cartesiano 

53 

2.13. Operaciones generalizadas 

56 

2.14. Uniones disjuntas 

58 

Trabajo Practice II 

60 

'{Capftulo 3. RELACIONES 

64 

3. 2. Relaciones binarias 

64 

3. 3. Representation de relaciones 

■» 

65 



www.mundoindustrial. 


CO'NTEN IDO 


3. 4. Dominio, inn age n, relation inversa 
3. 5. Composition de relaciones 
3. 6. Relaciones en un conjunto 
3. 7. Propiedades de las relaciones 
3. S. Relaciones de equivalence 
3, 9. Relaciones de orden 
Trabajo Practice III 


, Capftulo 4 FUNCIONES 




4, 3. Representation de funciones 
4. 4. Gasification de funciones 


4. 5, Funciones especiaies 

4. 6. Composicion de funciones 

4. 7. Funciones inversas 

4, 8. Imagenes de subconjuntos del dominio 

4. 9. Preimagenes de partes del codominio 

4.10. Restriction y extension de una funcion 

Trabajo Practice IV 



Capftulo 5 LEYES DE COMPOSICION 142 

5. 2. Leyes de composicion interna 142 

3. 3. Propiedades y elementos distinguidos 144 

5. 4, Homomorfismos 351 

5. 5. Compatibilidad de una relation de equivalence con una ley 

interna i 54 

5. 6. Ley de composicion externa 158 

Trabajo Practico V 360 


Capituio 6 COORDINABIL1DAD, LNDUCCION 



1 £•*» 
5' V / «Mr 


6. 2. Conjuntos coordinates o equipotentes 
6. 3. Conjuntos finites y name rabies 
6. 4. induction complete 
6. 5. El sfmbolo de sumatoria 
6. 6. La funcion factorial 
>6. 7. Numeros combinatorios 
*56. 8. Potencia de un binomio 
a 6. 9. Funciones entre intervalos naturales 
^6.10. Combinatoria simple y con repetition 
Trabajo Practico VI 


164 

367 

370 

176 

177 
179 
186 

-197 

204 


CONTENIDO 


Capftulo 7. SISTEMAS AXIOMATICOS 

7. 2. Sistemas axiomaticos 
7. 3. Algebra de Boole 
! 7. 4, Sistema axiomatico de Peano 

7. 5. Estructura de monoide 

7, 6. Estructura de semigrupo 
Trabajo Practico VII 

Capftulo 8. ESTRUCTURA DE GRUPO 

8. 2. El concepto de grupo 

8. 3, Propiedades de los grupos 
8. 4. Subgrupos 

8. 5. Operaciones con subgrupcs 

8. 6. Homomorfismos de grupos 

8. 7. Nucleo e imagen de un njorfismo de grupos 

8. 8. Relation de equivalencia compatible 

8. 9. Subgrupos distinguidos 

8.10. Subgrupos norm ales o invariantes 

8.11. Grupo cociente asociado a un subgrupo 

8.12. Grupos cfclicos 

8.13. Traslaciones de un grupo 

8.14. Grupos finitos 
Trabajo Practico VIII 


Capftulo 9. ESTRUCTURAS DE ANILLO 

Y DE CUERPO. 

ENTEROS Y RACIQNALES 


9. 2. Estructura de aniilo 
9. 3. Propiedades de los anillos 
9. 4. Aniilo sin divisores de cero 
9. 5»Dominio de integridad 
9. 6, Subanillos e ideales 



9. 9. Estructura de cuerpo 
9 10. Dominio de integridad de los enteros 

9.11. Isomorfismo de los enteros positives con N 

9.12. Propiedades del valor absolute 
>9.13- Algoritmo de la division entera 

9.14. Algoritmo de Euclides 

9.15. Numeros primos 

4L16. El cuerpo de los racionales 


208 

208 

210 

212 

219 

220 
223 


231 


240 

247 

248 

254 

257 

258 

259 
261 


264 

264 

266 

267 

272 


280 

284 

285 

287 

288 
290 
293 



www.mundoindustrial.net 


CONTENIDO 

9,17. Isomorfismo de una parte de Q en Z 
9J8. Relation de orden eri Q 
9.19. Numerabilidad de Q 
Trabajo Practico IX 

Capitulo 10. NUMEROS REALES 

^10. 2. El numero real 
10. 3. Operaciones en R 
10. 4. Isomorfismo de una parte de R en Q 
10. 5. Cuerpo ordenado y completo de los reales 
10. 6 . Cortaduras en Q 
10. 7 , Completitud de R 
10. 8 . Potentiation en R 
10. 9. Logaritmacion en R* 

10 . 10 . Potencia del conjunto R 
Trabajo Practico X 


298 

301 

301 

303 

308 

308 

315 

321 

321 

321 

326 

329 

333 

335 

338 


Capitulo 11. EL CUERPO DE LOS 

4 NUMEROS COMPLEJOS 341 

11. 2. El numero compiejo 341 

11. 3, Isomorfismo de los complejos reales en ios reales 347 

11.4. Forma binomica de un compiejo 347 

11. 5. La conjugation enC 349 

11.6. Modulo de un compiejo 351 

11 . 7. Raiz cuadrada en C 354 

11 . 8 . Forma polar o trigonometries 356 

11.9. Operaciones en forma polar 358 

11.10. Radicacion en C 362 

11.11. Forma exponential en C 366 

11.12. Logaritmacidn en C 367 

11.13. Exponential compleja general 369 

11.14. Rafces primitivas de la unidad 370 

Trabajo Practico XI 373 


Capitulo 12 . POLINOMIOS 378 

I 

12. 2. Anillo de polinomios formales de un anillo 378 

12 . 3. Anillo de polinomios de un cuerpo 383 

12. 4. Divisibilidad en el dominie K [X] 384 

12. 5. Ideates de K [X] ' 388 

12 . 6 . Factorization en K [X] 389 

12. 7. Especialization de X y raicesde polinomios 396 


CONTENIDO 


12. 8 . Raices multiples ^99 

12 . 9. Polinomio derivado y raices multiples 40 ) 

12.10. Numero de raices de polinomios 401 

12 . 11 . Raices de polinomios reales 403 

12 . 12 . Relaciones entre rafces y coeficientes 407 

12.13. Formula de Taylor y Metodo de Homer 409 

Trabajo Practico XII 4 ^ 

BIBLIOGRAFIA 417 

* 

RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 419 

INDICE 47J 



www.mundoindustrial. 


t 


Capitulo 1 

NOCIONES DE LOGICA 


u. introduccion 

— sss “,r~ 

*-» a r™ pttcJ..» <*— p^»~ 

LTy'X S*. a e toftr«"P». 1 h ».«&*«» * f “"' K “ S P~P»»™™" S - 

cuyo uso estara presente en todo el texto. 


1.2. PROPOSICIONES 


Consideramos las siguientes oraciones: 

]. ^Quien viene? 

2, Detengase 

3 , El calor dilata los cuerpos 

4, 4 es un numero impar 

5, Juan ama la musics 

6, La musica cs ama da por Juan 


f .. -art''* tptArrAtt'ji|sv!t irfia ordcn v cuatn,. 

Se tram ae sets podemo , dear que sean verdaderas m .alsas; 

declarativas. De las d fP una orden puede set eumpUda o no. En 

~ « «»«»• — tei ' “ “ 

Si. o f,te. A teos lu u— ppopostaOM*. 


plposcion <> re!p ““ '* P “ rf " ° 

falsa. 
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NOC JUNES E>E LOGIC A 


Es decir, proposicion es toda oracion deciarativa. Toda proposicion esta asociada 
a un valor de verdad, el cual puede ser verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones 
(5) y (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de ia 
(5) es el sujeto de Ia (6), pero ambas tienen el mismo significado, y las 
consideramos como la misma proposicion, Podemos decir entonces proposicion es el 
significado de toda oracion deciarativa. 


1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS 


Las proposiciones genericas son denotadas con las letras p , q % r, etc. A partir de 
nrrmosir tones simnles es nosible eenerar otras. simnles o rnmnnwtac Fc /Wir ** 

puede operar con proposiciones, y segun sean tales operaciones se utiiizan dertos 
simbolos, liamados conectivos logicos. 



Operacion asociada 



A 

V 

o 

v 


Negacion 

Conjuncion o producto logico 
Disyuncion o suma logica 
Implicacion 
Doble implicacion 
Diferencia simetrica 

0 


no p o no es cierto que p 
P y s 

P o q (en sentido incluyente) 
p implica q o si p, entonces q 
p si y solo si q 

P o q (en sentido exduyente) 


1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES 

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas 
ana o dos proposiciones, cuyos valores de verdad se conoce.n, se trata de caracterizar 
ia proposicion resultants a traves de su valor de verdad. Se supone que en la 
eleccion de estos valores se tiene en cuenta el buen sentido. 

1.4.1. Ne^don \ 


Negacion de la proposicion p es Ia proposicion ~~p (no p), cuya tabla de 
valores de verdad es 


Se trata de una operacion unitaria, pues a partir de una proposicion se obtiene 
tra, que es su negacion. 



a 


OPERACIONES PROPOSICIONALES 
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Ejemplo El. 

La negacion de 


es 

o bien: 


p : todo hombre es honesto 
: no todo hombre es honesto 
~p : no es cierto que todo hombre es honesto 
^P * hay hombres que no son honestos 
^p : existen hombres deshonestos 


la cual es V, ya que la primera es F. 


1.4.2. Conjuncion 
Definicion 

Conjuncion de las proposiciones p y q es la proposicion p a q ip v q) % cuya 
tabia de valores de verdad es 



La tabla que define la operacion establece que la conjuncion solo es verdadera si 
lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es falsa. 

Ejemplo 1-2. 

Si deelaramos 

i ) 3 es un numero impar y 2 es un numero prinio 
se trata de la conjuncion de las proposiciones 

* p : 3 es un numero impar 
q : 2 es un numero prime 

y por ser ambas verdaderas, ja proposicion compuesta es V. 
ii) hoy es lunes y manana es jueves 

<0 

esta conjuncion es F, ya que no coexisten las verdades de p y q. 

* 

1.4.3. Disyuncion 

* 

Definicion 

Disyuncion de las proposiciones p v q es la proposicion p v q (p o q) cuya 
tabla de valores de verdad es 





NOC'lONr.S DE LOGICA 



La conjuneion o es utilizada en sentido incluyente, ya que la verdad de la 
uisyuneion se da en el caso de que a! menos una de las proposiciones sea V. Hn ei 
lenguaje ordinario la palabra o es utiluada en sentido exciuvente o incluyente. 

La ambiguedad se eiimina eon la election del stmbolo adecuado. 

Ln matemitica se utili/a la disyuncion definida por ia tabla preeedente !a .-ii-ii 
ugota toda posibilidad. 

La disyuncion solo es F en el caso en que las dos proposiciones componentes 
sean falsas. 


Ejemph 1-3. 

i ) hov lunes o martes 

rep resen ia ia ^disyuncion^de las proposiciones p: hoy es iunes y q: hoy es martes. HI 

sentido de la conjuncionV es exlcuyente, ya que p y q no pueden ser simuitanea- 

mente verdaderas. No obstante, la proposicion compuesta puede analizarse a la luz 

de la tabla propuesta, a traves de los tres ultimos renglones, y sera falsa solo si las 
dos lo son. 

u ) regalo los libros viejos o que no me sirven 
es la disyuncion de las proposiciones 

p : regalo los libros viejos 
Q ' regalo los libros que no me sirven 


El sentido del o es incluyente, pues si en efee to regalo un libro que es viejo 


%.* 

A V 


me adcnias no me 


entonces p v q es 


■mi 3 es un 


numero impar o 4 es un nuniero prtmo 


una prupoposicion \\ pues la primera es V 


. 1.4 A Implicadon o Condicional 
Definition 

Us 

Implication de las proposiciones p y q es la proposicion p => q (p implica q , 
si p entonces q) cuya tabla de valores de verdad es 


OPKRACiONES PROPOSICION ALES 



Las proposiciones p y q se Hainan antecedente y eonsecuente de la implication o 
conditional la implication usual en maternatica es formal en ei sentido de que 
no es neeesano que el eonsecuente se derive logicamente del antecedente; cuando 
esto oeurre. ia impiicacion se Hama materia! y queda inciuida en la primera. 

Las tablas de valores de verdad se definen arbitrariamente, pero respetando d 
sentido comun. Enunciamos la siguiente proposicion: 

kfc SI apruebo el examen, ENTONCES te presto el apunte’ (1) 

Se trata de la impiicacion de las proposiciones 


p : apruebo el examen 
q : te presto el apunte 

Interesa inducir la verdad o falsedad de la impiicacion (1), en terminos de la V o 
F de las proposiciones p y q. El enunciado (1) puede pensarse como un 
compromiso, condicionado por p . y podemos asociar su verdad al cumplimiento del 
compromise. Es obvio que si p es F, es decir, si no apruebo el examen, quedo 
liberado del compromise, y preste o no preste ei apunte la proposicion (1) es V. Es 

decir, si el antecedente es F, la impiicacion es V. 

Si p es V, en cuyo caso apruebo el examen, y no presto el apunte, el compromiso 

no se cumple, y la proposicion (1) es entonces F. Si p y q son V, entonces la 

impiicacion es V porque el compromiso se cumple. 

De este modo, la impiicacion solo es falsa cuando el antecedente es V y el 

$ 


^ * 

* - 


i ) si hoy es lunes. entonces manana es mattes 
es la implicadon de las proposiciones 

p : hoy es tunes 
q : manana es martes 

Como no puede darse antecedente V y eonsecuente F, la impiicacion es V. 

ii) 1 = - 1 => 1 J = (“I) 2 
es V por ser el antecedente F. 
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* 

1.4.5. Doble implicacion o bicondicional 
Definition 

E)obJe implicacion de las proposiciones p y q es la proposicion p q (p si y 
solo si q), cuya tabla de valores de verdad es 

? 

V 
F 

V 
F 


P <7 

V 
F 
F 

V 


P 

V 

V 
F 
F 




La doble implicacion o bicondicionai solo as verdadera 
nenen el mismo valor de verdad. 


si ambas proposiciones 


La doble implicacidn puede definiise como la conjuncidn de una implicacion y su 
■ecfproca. De este mode, la tabla de valores de verdad dep q , puede obtenerse 
mediante la tabla de (p => q) a (q p), como sigue 



ffemph 1-5. 

i) T es equilatero si y solo si T es equiangulo 
es *a doble implicacion de las proposiciones 

p : T es equilatero 
q : T es equiangulo 

Toda vez que p sea V, tambien lo es q. y analogamente, si p es F, q es F. De 
mode que la doble implicacion es V. --- 

ii) a = b si y solo si a 2 = b 2 
las proposiciones son 

p : a = b 
q : a 2 ~ b 2 

la doble implicacion propuesta es falsa si p es F y q es V. En los demas casos es V. 


COND1CIONES NECESARiAS V SUFICIENTES 
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1.4.6. Diferencia sim6trica 
Definicion 

Diferencia simetrica o disyuncion excluyente de las proposiciones p y q es la 
proposicion p x q (p o q,e n sentido excluyente) cuya tabla de valores de 
verdad es 



La verdad de p v q esta caraeierizada por la verdad de una y solo una de las 
proposiciones componentes. t 

Es claro que p ^ q equivale a la negacion de p q. 


1.5. CONDIOONES NECESARIAS Y SUFICIENTES 
Consideramos la tabla de valores de verdad de la implicacion 



Hay tres casos en que p => q es V, y entre eilos hay uno en que p es V, en el 
cual resuita q verdadera Es obvio que nos referimos al primer renglon de la tabla, y 
se tiene que si p => q es V y p es V, entonces q es V. Se dice entonces que el 
antecedente p es eondicion suficiente para el consecuente q, 

En cambio, si pPes*F, nada podemos decir de q, puesto que puede ser V o F. Por 
otra parte, cuando p =* q es V, si q es V, entonces p puede ser V o F; mas para 
que p sea V se necesita que q lo sea. Se dice entonces que q es con dj ciohj iecesana-— 
para p. 

Resumiendo, si p => q es V, entonces p es eondicion suficiente para q y q es 
eondicion necesaria para p, 

Estas condieiones suelen expresarse asi: 

« 

q si p (eondicion suficiente) 
p solo si q (eondicion necesaria) 
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Ejemplo 7-5, 

La siguicnte implicacion es V: 


En este caso 


“SI T es equilatero, ENTONCES T es isosceles” 

p : T es equilatero 
q : T es isosceles 


q} \ { 


y p es condition suficiente para q, es decir, que un triangulo sea equilatero es 
suficiente para asegurar que sea isosceles- for otra parte, T es equilatero solo si es 
isosceles: es decir, que un triangulo sea isosceles es necesario para que sea equilatero. 

Sea all ora la doble implication p q, es decir ( p » q) \ (q p) Si 
p o q e s V, entonces p ** q es V y q =*> p es V. Se tiene, atendiendo a la 
primers, que p es condition suficiente para q\ y, teniendo en cuenta la segunda 
implication, ocurre que p es condition necesaria para q. 

Es decir, si p <*► q es V, entonces el antecedente p es condition necesaria y 
suficiente para el conseeuente q. 

Analogamente, en el caso de doble implicacion verdadera, el conseeuente q es 
tambien condition necesaria y suficiente para el antecedente p r 


Ejemplo 7- 7. 

La proposition 


‘T es equilatero SI Y SOLO SI T es equiangulo” 

es la doble implicacion de las proposiciones 

p : T es equilatero 
q : T es equiangulo 

Aquella es V, y cualquiera de las dos proposiciones es condition necesaria y 
suficiente para la otra. 


1.6. LEYES LOGICAS 


onsideremos la proposicidn 


/A ;v n l 
Hi ri ' n 


£ \ 

* \ * I 


cuya tabla de valores de verdad es 


* Q) 

.pup mm ** 

v 


ftp =» q) Pi 


LEYI-S LOGICAS 
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. /n pc V indeoendientemente de ios valores de verdad 

Je “ ,on “ ,ue prop<,si "” “ - 
tautologia o *y 16 gica^ cualquier a que sea el valor de verdad de p. Es otro 

La proposicion p => p v 1 

ejemplo de una ley logica. p . Se dice que es una contra- 

En cambio p a ~P es F - cualqui 4 

diction. ,*fili 7 an las sisuientes leyes o tautologies cuya 

En " t ‘jl**** * 

deniostracion se reuuce a la v - 


1.6.1. involution 


( ~p) <* p 


el modo de leerla es: “no, no p, equivale a p • 


1.6.2. Idempotencia 


in A p) •» 


ip V P ) ** P 


1.6.3. Conmutatividad 

a) de la disyuncion 


de la conjuncion 


1.6.4. Asociatividad 

* 

a) de la disyuncion 


f • # 


g 


5 ft 




p \j q o q v P 
p a q ** Q A P 


(p V q) V 


et n 

% 


■V. « * 

* 


(q V r) 


* ! a 


1.6.5. Distributividad 

a) de la conjuncion respecto de la disyuncion 

(p v q) a r + (P ^ v 

b) de la disyuncion respecto de la conjuncion 


(q 


(p a q) v r «• (p v r) a (<7 v r) 
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NCCIONMS DE LOGICA 


•* 


I«6*6. Leyes de De Morgan 

a) La negacion de una disyuncion es equivaiente a la eonjuncion de las negaciones 

~ (P V <7) <=> -~p A 

b) negadonef" ^ ““ C ° njUnC ' 6n es ec i uivaIente a la disyuncion de las 

~ (p a q) -~p y ~~q 

Ejemplo 1-8. 

j Tabla de valores de verdad de la distributividad de la comuncion resnerm He i a 

u.ov uitciOri. i 

^ P ^ Q) 1 ? ** (p a r) v {q a r) 

Cada valor de verdad de p puede asociarse a dos valores de verdad de a v nor 

cada uno de estos pares de valores se t.enen dos posibi.idades part r, Z 

-.onseojenaa. resultan . =8 renglones en la tabla. Si se dan n proposiciones en la 
tabla hay que analizar 2" renglones. p ’ en 13 

JSSStT*’ “ p0 ’ ibl ' **“*“ u * '■ * Wto > 

* 



Ejemplo 1-9, 

l onteccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan 

~(p a q) <=> rp v 



* 

IMPLICACIONLS ASOCIADAS 


Ejemplo EI0. 

La proposicion 

(p a q) M p 

es una ley logica, pues la tabla 



nos muestra que es una tautology. 


$ 

1.7. 1MPLIC AC ION ES ASOCIADAS 


Sea el eondicional p =► q , que Uamanios directo; en eonexion con el. se 
presentan otros tres. obtenidos por permutactones o negaciones del antecedente y 
consecuente: 

q => p reciproco 

=* contrario 

=* "~p contrarreciproco 


Las euatro iniplicaciones propuestas se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas 
puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relation que 
las vincula: 


p => q 

a 

c 


reeiproeos 






reeiproeos 



Es facil verificar que las implicaciones contrarreeiprocas son equivalentes, es 
decir, los siguientes bicondicionales son tautologies: 

{ p ^ q) (~~q => *p) 

(q => p) (~p => ~~q) 

Si la implieaeion directa es V, tambien Ip es la contrarreciproca, y no podemos 
aflrmar la verdad de la reciproca 6 de la contraria. Pero si son verdaderos un 
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condicional y su reciproco o contrario, entonces son verdaderos los cuatro, y las 
proposiciones antecedente y consecuente son equivalentes. 

Se presents continuainente la necesidad de demostrar la verdad de p =* q } y de 
acuerdo con 3o expuesto se presen tan dos metodos: 

i ) directih Si p es F, nada hay que probar, pues en este caso p => q es V. Si p 
es V hay que establecer que el valor de verdad de q es V. 

ii) indirecto . Si q es V queda establecida la verdad de p => q. Pero si q es F 
hay que examinar p y llegar a establecer que su valor de verdad es F. 



En consecuencia, la negacion de la primera equivale a la negacion de la segunda, 
es decir 


Mz? ==> a) <=> M M d a 

*V *■ L X * 



y por 1.6.1, se tiene 

~0 => q) (p A -q) 

Es decir. la negacion de una implicacion no es una implicacion. sino la 



Sean las implicaciones 

i ) Si hoy es lunes, entonces manana es miercoles. 
ii) 1 = -1 =* l 2 = (- if 
Sus negaciones son, respectivamente, 

“Hoy es lunes y manana no es miercoles” 
“ 1 = - l A l 2 l ) 2 ” 


R A ZON AM IENTO DEDUCE! VO 
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1.9; RAZONAMIENTO DEDUCTIVO VALIDO 

En matematica interesa el tipo de razonamiento llamado deductivo. Llamamos 
razonamiento a un par ordenado ({pi} ; <?), siendo{p, ^un conjunto finite de 
proposiciones, Hamadas premisas, y q una proposicion, llamada conclusion, respecto 

de la cual se afirma que deriva de las premisas. 

Un razonamiento es deductivo si y solo si las premisas son evidences de la 
verdad de la conclusion, es decir, si p x , p 2 .....p n son verdaderas, entonces q 
verdadera. Un razonamiento deductivo es valido si no es posible que las premisas 
sean verdaderas v la conclusion falsa. De un razonamiento no se dice que es V o F, 


a a - \ £3, * 

UC C> VC 


o o no 


Llamamos regia de inferencia, a todo esquema valido de razonamiento. indepen- 
dientemente de la V o F de las proposiciones componentes. De este modo, to da 
regia de inferencia es tautologies. 

Un razonamiento deductivo es valido euando el condicional cuyo antecedente es 
la conjuncion de las premisas. y el consecuente es la conclusion, es tautologies. 

Son ejemplos de reglas de inferencia: 

a) Ley del modus pone ns: 


SI p y p => q f ENTONCES q 


La notacion clasica es 


b) Ley del modus tolens: 


p q 


ma es la notacion s 


a aei e»: 




p 


Ley del silogismo hipoterico 


P s* q 

Q 

p =*r 


r< 

Es decir, la proposicion [(p => (?) A (9 s * r )] (P r ) es una tautologia. 

En cambio, el condicional, [ ( p =» q ) A q ] => p no es una forma valida de 
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razonamiento, ya que !a correspondiente tab la de valores de verdad nos muestra que 
no es tautologico. 

Ejemplo J-12. 

a) Justificar la validez del razonamiento 

p =» q 

~(~p ' ~o 

t =*► s 

ii i i i ~a " r~ iw ii i 

5 

En lugar de confeccionar la tabla del conditional enlre la conjuncion de las premisas 
v la conclusion, haremos uso de las leyes del caiculo proposicional, a fin de simplificar 
la situacion. La segunda premisa es equivalence a la eontrarreciproca q =* r:p or ia ley 
del silogismo hipotetico. de la primera y de esta, results p => r. La ultima premisa es 
V* y en consecuencla r es F, y como p => res V results necesariamente que p es F. La 
tercera premisa equivale a p v /. de acuerdo con una ley de De Morgan, y por ser p 

falsa results la verdad de /. Ahcra bien, siendo r y t s verdaderos, results la verdad 
de s. por 1,9 a). 

b) Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son: 

Hoy ilueve o hace frio. 

Hoy Ilueve o no hace frio, 

V !a conclusion: Hov Ilueve. 

En lenguaje simbolico se tiene 

P v q 

p V 

P 

q, o bien es F; cualquiera que sea el caso, por ser las disyunciones verdaderas, 
results que p es V. De otro niodo, la conjuncion de ambas disyunciones, por la 
iistnbutividad, es equivalente a p v (q a ~~q). La verdad de aquellas asegura la 
verdad de esta, y como q a es F, results ia verdad de p. 

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICAOON 

El simbolo P (x) es la rep resents cion de un predicado o propiedad relativos al 
>bjeto indeterminado x , perteneciente a cierto uriiverso o conjunto. Si nos referimos a 


FUNCIONES PROPOSICIONALES 
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los numeros enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la 
traduccion de P ( x ) consiste en: x es impar, y se escribe 


P (x) : x es impar 


Es claro que el enunciado: u x es impar” no es una proposicidn, ya que a menos que 
se especifique a x no podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, sin 
embargo, que para cada asignaeion dada al sujeto x dicho enunciado es una 
proposicion. A expresiones de este tipo se las llama funciones o esquemas 


proposicionales. 


Definition 

* 

Fun cion proposicional en una variable o indeterminada x es toda oracion en la 
que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion 

para cada especificacion de x. 

En nuestro ejemplo resultan proposiciones como 


P (— 4) ; — 4 es impar (F) 

P ( 5) : 5 es impar (V), etc. 

Se presentan tambien funciones proposicionales con dos variables o indeterminadas. 
Sea, por ejemplo 

P (x , y) : x es divisor de y 

Lo mismo que en el caso anterior, si x e y son enteros, P (x , y ) no es proposicion, 
ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado. Mas para cada 
particularizacion de valores se tiene una proposicion 

P (— 2,6) : — 2 es divisor de 6 (V) 

P( 12,6): 12 es divisor de 6 (F) 

A partir de funciones proposicionales es posible obtener proposiciones generales 
mediante un procesd llamado de cuantificacion. Asociados a la indeterminada x, 
introducimos los simbolos V x y 3 x, Hamad os cuantificadores universal y existenciai 

en x, respectivamente. Las expresiones 

Para todo x, se verifica P (x) 

Existe x, tal que se verifica P (x) 

se denotan mediante V x : P (x) (1) 

3 x / P(x) (2) 

y corresponden a una funcion proposicional P (x) cuantificada universalmente en el 
primer caso, y existencialmente en e! segundo. Una funcion proposicional cuantificada 
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adquiere el caracter de proposicion. En e fee to, retomando el prirner ejemplo, si 
decimos 

“ 1 odos los numeros enteros son impares”. (1 ’) 

es claro que hemos enunciado una proposicion general y relativa a todos los numeros 

enteros, cuyo valor de verdad es F. Una traduccion mas detallada de esta proposicion 
consiste en 


Cualquiera que sea x, x es impart 


Es decir 


M euami 


x : x es impar 


misma 


ion proposicional. se tiene 


x / x es impar 


0 sea 
0 bien 

0 mas brevememe 


“Existe x, tai que x es impar”. 
“Existen enteros que son impares”. 


( 2 ’) 


u mas brevemente “Hay enteros impares”. 

E! valor de verdad es V, y en consecuencia se trata de una proposicion. El 
cuantiflcador existenciai se reflere a, por !o menos, un jc. 

Es obvio que una funcion proposicional cuantificada universalmente es V si y solo si 
son V todas las proposiciones particulares asociadas a aquella. Para asegurar la verdad 
de una funcion proposicional, cuantificada existencialmente, es suficiente que sea 
verdadera alguna de las proposiciones asociadas a ia funcion proposicional. 

On problems de interes es la negacion de funcionss proposicionales cuantificadas. 
La negacion (T) es 


u No todos los enteros son impares” 

^ ec i r “Existen enteros que no son impares” 

n simbolos 3 * / -P (x) 

Emonces, para negar una funcion proposicional cuantificada universalmente 

ibia el cuantiflcador en existenciai, y se mega la funcion proposicional, 

6 m, w* ft. ^ » v * 


es decir 
y en simbolos 


^iAr? vs 


No existen enteros impares”. 


Es decir 

o lo que es lo raismo 


4 *<**• 


Cualquiera que sea el entero, no es impar 


En simbolos 


“Todo entero es par”. 

-V : (,y) 
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Vale entonces la siguiente regia: para negar una funcion proposicional cuantificada- 
existencialmente se cambia el cuantificar en universal, y se mega la funcion 

proposicional. 

Se tienen las siguientes equivalents 

~[Vx:P(x)] 3x/~P(x) 

~[ 3 .v / P (x)] V x : ~P (x) 


Ejemplo 1-13. 


»ea la 


« * * 
i7 < "i s i 


T od o el que I a conoce, la atunifa- 


Nos interesa escribirla en lenguaje smtbolico. negaria. y retraducir ia negacion ai 
lenguaje ordinario. 

La proposicion dada puede enunciarse: 

Cualquiera que sea la persona, si la conoce, entonces la admira. 

Aparece eiara la euantificacior. de una impiicacion de ias funciones proposicionales 

P ix) : x la conoce 


0 (x) : x la admira 


Se tiene 


V x : P (.x) => Q f-x) 


Teniendo en cuenta la forma de negar una funcion proposicional cuantificada 
universalmente y una inuplieacion re suit a 

3 x / P (x) a ^Qix) 

Y pasando al lenguaje ordinario: 

Hay personas que la conocen y no la admiran. 


# i 


Consideremos ia nmmu ^ — 


Todo entero admite un inverse aditivo, 


Es decir 


“Cualquiera que sea el entero, existe otro que sumado a el da cero' 

Intervienen dos variables y la funcion proposicional 

P( .x , v) :.x + y = o 


•anrkU.: n ii n> 
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La expresion simbolica es entonces 


Va* 3y / x + = 0 


Su negacion es 


3.v/-[3^/jc+^ = 0] 


Es decir 


3 x / V y : x + y =£ 0 


La traduccion ai lenguaje comun es 


4.*- * i j» a- * * ** /r m '\ 

txisie un cmeio cuya suing. con cum^uici ouo* cs uisurua uc cci u . \ i > 


Ejemplo /-/5. 

Sea la proposition 


Hay aiumnos que estudian y trabajan. 


Su enunciado sugieie un cuantificador existencial y dos funciones proposicionales 


P (x ): x estudia 
Q (x) : x trabaja 


En forma simbolica se tiene 


3 x j P (x) a Q (x) 


Su negacion es 


Vx:^[P(jc) \ OWj 


Y por ley de De Morgan 


V x : (x) v ~Q (x) 


Traduciendo al lenguaje ordinario 


b ‘Cualquiera que sea el alum no, no estudia o no trabaja”. 


1.11 CIRCUH0S LOGICOS 


La verdad de una proposicion puede asociarse al pasaje de corriente en un circuito 
electrico con un interruptor. 

Para representar a p, si es V, se tiene 
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Y para p, si es F 

O--O 

Es decir, el interruptor se cierra si p es V y se abre si p es F. 

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos 
interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente. 

i ) Conjuncion 



P q 


Este circuito admite el pasaje de comente, es decir, la verdad dep a q ; solo si las 
dos son V. 

ii ) Disyuncion. Esta representada por un Circuito en paralelo 



Q 


La falsedad de p v q t es decir, el hecho de que no pase corriente, solo se verifica 
en el caso de la falsedad simultanea de p y q, 

ill) Implication. Como 

{p => q) o ~(p a ~~q) 

de acuerdo con 1.8, aplicando una ley de De Morgan y la doble negacion, se tiene 

(p => q) o (~p v q) 

En consecuencia, el circuito asociado es 


V 



q 


iv) Diferencia simetrica. 

Utilizando sucesivamente 1.4.6., 1.4.5.. una ley de De Morgan, la negacion de 
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implicaciones y la distributividad de la disyuncion respecto de la conjimcion, se tienen 
las equivalencias 

(p v q)<* ~(p & q) ** 

~~\(p => q) A (q p) 1 ^ 

^-( p =» q) V ~(<7 ^ P) ** 

(p A — «7) V (<? A "'Ip) ° 


{p V (p V “""p) A ( ~~q 


a ( ~p V 


A ( 


V) 


v results e! circuito 





Ejemplo 1-16. 


i) El circuito correspondiente a la proposicion 

( p ft q) v (~q) 

y» ^ 



<r\ s 


* fl t* 1 


.,, » i 

* - »c ■ e m ? {3 rt, | Jr* 6? ri ^ if V 

VJ OlClU llicjiU u«: «*^.w*.**« r 





Para que pase corriente es suficiente ace/) o ~~q sean V 




. ... .... -m. -- ■■■■:- - ..WWW! 

■ ***** mrntfkmtm- . .. . ... »M* , * i ^ | « «>»-^ ,llllll> i |,lrt>llli>IIJLnfrvi 1 

■■ .^**< «■«*-* a a i ngM iNyy 1 *^*v 
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ii) La operacion proposicional que caracterb.a al siguiente circuito 
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1-17. En el libro Hijos en libertad, de A. S. Neill, estan escritas las siguientes 
nronosiciones 

♦ -i 

p : Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas. 
q : No aceptan las respuestas que no figuran en Ios iibros. 
r i Imponen un cumulo de normas estupidas 

Constmir las proposiciones 

p * q , v r , (p a q) => r 

l-lS. Escribir en forma simboliea la siguiente proposicion compuesta que figura en el 
mismo texto: 

“La eliatura y el tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten a los maestros, 
y las escueias se Henan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos, 
euyo horizonte esta iimitado por el pizarron y el libro de texto' 1 . 

1-19 . Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones 

i ) (P A q ) =>r 

ii ) ~~{p V q) <=> A 

/-20. Negar las proposiciones construidas en el ejercicio 1-17. 

i%?/. Proponer las siguientes proposiciones en forma simboliea, negarlas, y retraducir- 

las al lenguaje comun: 

i ) No es justa, pero mantiene el orden. 

ii) Los alumnos conocen a ios simuladores y los desprecian. 

iii) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian. 

1-22. Determinar si las siguientes proposiciones son leyes logicas: 
i ) P A q =* q 

J ii ) l(p => q) a (q=> r)J =» ( p -*• r) 

* 

iii) p => p A 

iv) p =» p v q 






I 









i-25. Simplificar las siguientes proposiciones: 
i ) v ~#) 

ii) ~(p V q) V (~p a q) 

1-24. Sabiendo que p v ? es V y que ^ es V, determinar el valor* de verdad de 

[(? V <?) A ~q] =» q 

1-25. Determinar, en cada caso, si la informacion que se da es suficiente para conccer 

el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso 
afirmativo, justificarlo. 

i \ i n => a\ =► r * rp? V 

s L tr. 

5 

ii) (p v q) (^p a ~~q) ; q es V 

iii) {p a q) => (p v r) ; p es V y r es F 

iv) p % (q r) ; p => r es V , 

1-26. Los valores de verdad de las proposiciones p, q, ry s son, respectivaroente, V, F, 
F, V. Obtener los valores de verdad de 

i ) [ip v #} v r] a $ 

ii ) r => s a p 

iii) p V r o r a 

1-27. Negar las proposiciones 

i ) 3 x / P (x) v ~~ Q (x) 

ii ) V x : P (x) => Q (x) 
iii) V x 3 y j x . y = 0 

1-28. Verificar que para probar la equivalence de las proposiciones p. q y r y s es 
suficiente demostrar las siguientes impiicaciones; 

p q , q => r , r=*s y s =» p 

/-29. Dadas las proposiciones 

i ) El cuadrado de todo numero real es mayor que 2, 

ii) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo del siguiente, 

iii) Todo el que estudia triunfa, 

expresarlas simbolicamente, negar las expresiones obtenidas y retraducirlas al 
lenguaje ordinario. 

1-30. Construir un circuito correspondiente a la proposicion 
* 

(p a ~q) v (~p a q) v (-p a -q) 
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1-31, Se tietie el siguiente circuito: 


P Q 



i ) determinar la proposition correspondiente 
4 ) simplificar esta, y construir el circuito asociado. 

1-32, Exp r esar simbclicamente el siguiente teorema: “si un numero es impar, ententes 
$u coadrado es impar . 

Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el reciproco. Demostrar el pnmero. 
1-33, Siendo 

p : a. b Q s impar 
q : a y b son impares 

Demostrar p => Q 
j.j l justificar el razonamiento 

p v ~~q 

p V ~ r 
p 



ip a q) r 
r =* s 



1-36. Investigar la validez del razonamiento siguiente: 

Si el interes no es egoista, entonces es la fuerza vital de las personas y es 
espontaneo. 

El interes no es la fuerza vital de las personas y es espontaneo • 

El interes es egoista 


Capitulo 2 


CONJUNTOS 


2.1. INTRODUCTION 

El proposito de esta seccidn es el estudio de'la teona intuitiva de conjuntos. En 
este sentido. los terminos “conjunto’, “pertenencia' 1 y “elemento" son considerados 
como primitives. Sobre esta base se definen la inclusion y la igualdad, y se estudian sus 
propiedades, El mismo tratamiento se hace corresponder a las operaciones entre 
conjuntos. El capitulo se completa con el desarroOo de ejemplos en los que se pretends 
mostrar un metodo adecuado de trabajo. 

<v 

2.2. DETERMINACION DE CONJUNTOS 

) 

2.2.1. Notaciones 

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras mayusculas, y para 
especiflcar elementos se usaran letras minusculas, a menos que dichos elementos sean, 
a su vez, conjuntos. Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto sera 
utdizado el simbolo e. 

La proposition “a € se lee: “j pertenece a A”, o bien “el elemento a pertenecc 
al conjunto A"’. 

it 



A - | a . b . c | 


en este caso se nonib ran todos los elementos del conjunto, y se dice que esta 
determinado por extension. 

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numericos son las siguientes: 

N conjunto de los numeros naturales 
Z conjunto de los numeros enteros 



26 


CON JUNTOS 


Q conjunto de los numeros racionales 
R conjunto de los numeros reales 
C conjunto de los numeros complejos 

La representacion por extension del conjunto cuyos elementos son — 1,0 y 1, es 

A={ — l,0,l} 

Es facil ver que se trata del conjunto de los numeros enteros cuyo valor absolute es 
menor que 2; en este enunciado hacemos referenda a elementos del conjunto Z, de los 
numeros enteros, el cual se llama referenda! o universal; ademas, estamos interesados 
?rt aquellos que satisfacen la propiedad de ser, en valor absoluto, menores que 2. 

La notation correspondiente es 

t* 

A = { x e Z / \x\ <2 

y se dice que e! conjunto ha side determinado por comprension. 

El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y 
esta formado por todos los elementos que intervienen en el tema de interes. En general 

se denotara con U. 

Definition 

Un conjunto se determina por extension si y solo si se enumeran todos los 
elementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprension si y solo 
si se da la propiedad que caracteriza a sus elementos. 

El conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P se indica 

A — < x eU/P (x)\ 
o mas brevemente. si U esta sobrentendido 

A={*/P(*)} 

y se lee: "A es el conjunto formado por los elementos x, tales que P (x f \ ?{x) es una 
funcion proposicional, y un objeto del universal pertenece al conjunto si y solo si 
verifies la propiedad. es deeir 

a € A P {a) es V 

En consecuencia 

a $ A P ( 0 ) es F 


2.2.2. Conjuntos especiales 


Extendemos la notion intuitiva de conjunto a los ease* de earenda de elementos v 


de unicidad de elementos. mediante la 


introduction los conjuntos vac to v unitario. 



de tkrminacion de conjuntos 


U'% * 


\ Un conjunto vacio es aquel que carece de elementos. Un conjunto unitario esta 
formado por un unico elemento. 

Una propiedad o funcion proposicional, que se convierte en proposition falsa para 
todos los elementos del universal caracteriza por comprension un conjunto vacio, 
Designaremos con <j> al conjunto vacio, v puede definirse simbolicamente asi 

0= ( x / x i=x 1 

En este caso la propiedad relativa a x es P (x) : * # x la cual resulta falsa cualquiera 
que sea x 

Si A es el conjunto cuyo unico elemento es a, escribiremos 


4 .1 

c a t 


' -rtf' 

; A — 




Ejemplo 2~L 

Determinar simbolicamente y por extension los siguientes conjuntos dehnidos por 
comprension: 

i ) A es el conjunto de los numeros enteros cuyo cuadrado es igual a 1. 

* 

En este caso la propiedad que caracteriza a los elementos de A es la conjuncion de 

P (jc) : jc e Z y Q Lx) : x 2 = 1 


Entonces 


A= [xlxeZ a x 2 = 1 f 


y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los numeros reales 
Si proponemos a Z como universal puede escribirse 

A=(x€Z/r 2 = l } 


0 racionales. 


Obviamente, ia determination por extension es 


A = 


{-1,1} 


ii) B es el conjunto de los numeros naturales mayores que 2, y que no superan a 

6. 

Considerando a N como universal la propiedad caractenstica de los elementos de B 
es la conjuncion de 


?(x):x>2 


Q(x) : 6 


que podemosexpresar 
y se tiene 


R ( x ): 2 < .x < 6 


\ xeN / 2 < -x < 6 j 
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V 


For extension nos queda 


= {3,4,5,6} 


iii) C es el conjunto de to* numeros reales cuyo cuadrado es igual a 1. 
Se tiene: 

C - ( x e R / x 2 = - l } 


Como si cuadrado de ningun nflmero real es negative 
!o real. v re suit a € = 


' x 

ft HIT 


es r para 


Ejemplo 2-2. 

La determination de conjunios por extension no es posible en e » ^ 
elementos y hay que limitarse a la definition por comprenston, La matematrea trabaja 

casi con exdusMdad en este sentido, a traves de propiedades. 

Caracterizamos simboiicamente los siguientes conjuntos: 

i ) P cs e! conjunto de los numeros enteros psres. 

Por definition, un entero es par si y solo si se identify con el duplo de algun 

entero. Esdecir 


Entonces 


a es par 3 k € Z IQ — -k 
p= |;teZ/x = 2Zr a keZ^ 


Es clato que P consiste en el conjunto de los multiples de 2. 

A vee-s acudiendo a un abuse de notation, suele proponerse una aparente 
determination por extension de un conjunto immito, ton » adj-nc-n a. r - - 
suspensivos. Asi 

P=(. ,-4,-2,0,2,4,6,. } 


es el c 


or, junto de los numeros naturales que son multiplos de a. 


v € 


c Ni 

€ 5 * 


En Niio incluimos a. 


o -h y 


S s 

S 3 • o 




V » <* * 


Si 0 se considera natural, escribiremos N 0 y en este caso 


Es decir 


A = { x e No / * = 3 fc a k e N 0 ) 

« 

A = | 0,3,6,9 ,.} 
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ia) B es el conjunto dc los numeros naturales cuyo cuadrado es par. 

8=|xeN lx 2 espar} 

0 bien 

B“ eN! x 2 ~ 2k a k e N j 

' TArmina la oertenencia de un elemento a B? De acuerdo con la 
•Como se aetermina b. $e analiza su cuadra do; si dicho cuadrado es 

defmicion de ’ a B - si su cuadrado es impar. no pertenece a B. Es dear 

-)ar, el numero pertenece * r 

a € B a 2 par 

iv)C es el conjunto de los puntos del piano cuyas drstancias a un punto 0 son 

jguales a 1 - , es el d * los puntos del piano a Si bien 0 es 

un e!emento!°conto es u3 en geometna. lo denotamos con mayuscula. Indicamos la 
distancia entre A y 0 mediante d ( A , 0). Entonces 

’V 

C = | X e a j d (X , 0 ) - 1 j 

es la « *» Pu-os fijos A 

yB. 

D = ( X e ot I d (X , A) = d (X, B) > 

D consiste en la mediatriz del segmento AB. 

Ejemplo 2-3. resu ltados que se obtienen al lanzar dos 

El conjunto S esta tprmado por los posibles res q uno 

monedas Los resultados para la primera moneda son «. Kara, y iseuo, y 
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2.3. INCLUSION 


2.3.1, Concepto 


Sean A y B dos conjuntos. Si oeurre que todo elemento de A pertenece a B, 
diremos que A esta incluido en B, o que A es parte de B, o que A es un subconjunto de 
B, y escribimos A C B. 


Definition x" 


A C B V x :x € A =>xeB 


Esta definicion tiene el siguiente significado: si sabemos que A C 8, entonces la 
proposition V x : .x e A => a* e B es V; reciprocamente. si esta proposition es V. 
entonces se verifica que A C B. 

En repetidas ocasiones se necesitara demostrar que un conjunto es parte de otro; 
entonces. de acuerdo con la definicion, sera suficiente demostrar que cualquier 
elemento del primero pertenece al segundo. 

Teniendo en cuenta la equivalencia entre una implication y la conlrarreciproca, la 
definicion anterior puede expresarse asi 

A C B V\x : jr | B => x $ A 


Ademas, considerando la equivalencia entre p 
traducir la misma definicion de la siguiente manera 


q y ~ (p a ^q), podemos 


A c B o 3 x j x e A a x $ B es F 

Es decir, en ia inclusion no puede darse que haya un elemento de A que no 
pertenezea a B. 

Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descaigar la notation, escribi* 


remos 


ACB xe A =>jceB 


2.3.2. Diagramas de Venn 

Existe una representation visual de los conjuntos dad* por diagramas llamados de 
Venn. En este sentido, el conjunto universal suele representarse por un rectangulo, y 
los conjuntos por recimos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es 
decir, A C U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama 
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En este caso se verifica ACB. 

Ejemplo 2-4. 

Sean U = Ny los conjuntos 

A = | x j x ! 6 } 

B = ^ x / jc j 8 j 
C x!x<2 } 

Co lo rttrtriacPri to p injl rid tnldc pnniiintAc mdrf infltd Hiqrjrnmnc rjd Varnn 

V p jt X- 1 * W * w i ir w** # £. * V w i 4 W vU i V v <*»* * ij A i. v iii • 4, fi. ^ ^ i. «,4 » ’w' $ t j 11 


Definimos la relation de divisor en N mediante 


a | b si y solo si 3 n e N / b — a. n 


Teniendo en cuenta esta definicion, 
por extension de tales conjuntos es 

A = { 1,2,3,6 } 


y la relacion de menor o igual, la representacion 


y en terminos de diagramas de Venn 


B = { 1 ,2,4 


8 ) 


C = < 1.2 ? 


m + 


1 2 


m 8 




Ejemplo 2-5 . 

Consideremos el conjunto U de todos los triangulos; si I denota el conjunto de los 
triangulos isosceles, E de los equilateros y R de los triangulos rectangulos, se tiene 


j I 


I 


(3D 


t, k 
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Ya aue todo triangulo equilatero tiene los Ires lades iguales, en eonsecuencia tiene 
dos iguales, es decir, es isosceles. Ademas existen triangulos ,sosceles..que son 
rectangulos, ptro ningun triangulo equilatero es rectangulo. 

23.3. Igualdad de conjuntos 

Es claro que dos conjuntos son iguales si son identicos, es decir, si tienen los mismos 
elementos. Er.tonces, 'todo elemento del primero pertenece al segundo, y todo 
elemento de este pertenece al primero. 


* « * * 


A — B ^ A '*-■ 6 

Ejemplo 2-6. 

Los conjuntos de numeros reales 

A = { * / x 2 

\ 

n ( 

__ 


(x — 1) - x — 0 i 


son Iguales ya que 


x e A *> x 2 - x «■ x 1 -x = 0 «> x. {x — 1) = 0 x e B 

El bicondicional se desdobla en las dos implicaciones que prueban la doble 
inclusion, y en eonsecuencia la igualdad. 

Ejemplo 2-1 

Sean los conjuntos de numeros enteros 


A = | x j x 2 
B = | x / M 


1 1 

J 

l > 

) 


Teniendo en cuenta que el cuadrado de un numero 

alor absolute, resulta 

jW* ^ ^ A ^ 

y £ a ** x* = 1 ** W* * i ^ i 


entero es igual al cuadrado de su 


O 

A C 


En eonsecuencia, A - B- 

Ejemplo 24. . , 

Demostnr que el conjunto de los numeros naturales impares es igua! al conjunto de 

los numeros naturales cuyo cuadrado es irnpar. 

Hipotesis) A=(xeN/x es irnpar } Tesis) A = B 


B = ( xeN/ x 2 es tmpar } 


Demostracion) 
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Not a previa: 

Por definicion, un numero natural x es irnpar si y solo si existe feeN tal que 
__ | 

Por otra parte, es facil ver que el producto de dos naturales consecutivos es irnpar, y 
aue la diferencia entre un numero par y uno irnpar es irnpar. Vamos ahora a nuestra 
demostracion, la cual consiste en probar las dos inclusiones que definen la igualdad 

1° ) ACB, En efecto: sea x e A. 


Se tiene x e A => x 


k — I con k e N => 


*. v" rr 


^ X~ 


k 1 - 4 k *+* 


2 




-i t \ 4- J 




^ * . 
« A. 




lo & C 


=* x 2 es irnpar =» a t B 


Hemos urilizado sucesivamente, la definicion de A. la definicion de numero 
irnpar, cuadrado de un binomio, la distributividad de la multiplication, la 
sustitucion de 1 por (2 - 1), nuevamente la distributividad. la definicion de 
numero unpar, y finalmente la definicion de B, 

B C A. Es claro que x = x . (x + 1) —**. 

Ahora b ien 

x e B => x 2 es irnpar =* x. (x + 1) - x 1 es irnpar => 
x es impar => x e A 

En eonsecuencia A = B, 


2.3.4. Propiedades de la inclusion / 

i ) REFLEXIVIDAD. Todo conjunto es parte de si mismo. 
En efecto, si A es un conjunto, la implieacion 

V x : x € A => x e A es V 


eonsecuencia. por i 


» A ■* 


ion, se tiene A C A, 


A *•. «.aw* » £ 4 ay"--. » if ;s * -'-,-3 Tili J A V ^ ^ ’!f P P ^ O-lXt C IjlH 

lit TRANSITIVIDAD. hi un conjunto es paite uc ui.u ^ w 

., . ,,5 « .qmrftivinuln :>s t»'fi'ero 

tercero. eniunccs ci punivio v.^ — 

otes.sj ACB Tesis) A ^ ( 


C C 


Demostracion) 

Sea x e A. Por hipotesis se tiene 


<■ 

x e A => a: e 


y x € B => x e C 


•V 
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Entonces, por ley del silogisnio hipotetico 

% * 

jc e A => x e C 

Y, en consecuencia, por definicidn de inclusion AC C. 

ill) ANT1SIMETRIA. Si un conjunto es parte de otro y este es parte del primero, 
entonces son iguales. 

A C B a B C A => A = B 

es una consecuencia de la definicion de igualdad. 

* 

2.3 5, Caractenzacion del conjunto vacto 

i ) Propiedad. El conjunto vac io esta incluido en cualquier otro. 

: hpoicsis) A es un conjumo, 
i esisl 0 C A, 

Demostracion) Consideramos la siguiente proposicion: 

V x : x e <p => x € A 

s a caal es V por ser el antecedente F. En consecuencia. de acuerdo con la definicion de 
inclusion, se tiene 0 C A. 


A ota: 


El teorema es valido cuaiquiera que sea A; en particular, A puede ser vacio. 
ii ) Propiedad. El conjunto vacio es unieo. 

En efecto. suponemos que. ademas de 0, existe 0" tambien vacio. Entonces, de 
acuerdo con i ), es verdadera la proposicion 

0 ’ C 0 A 0 C- 0 ’ 

y. por definicion de igualdad, resulta 0* — 0 


Ejemplo 2-9. 
Dentostrar 


A C 0 => A = 0. 


Coino se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones 
1°) 0 C A por 2.3.5. i ). 

2°) AC 0. Se verifies porliipotesis. 

Luego A = 0. 


©2.4. CONJUNTO DE PARTES 

Dado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los 
subconjuntos do A, el cual roeibe el nombre de conjunto de partes de A. 
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Definicion v 

Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos 
de A. 

P (A) = { XIX C A} 

Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A) 
es un conjunto de conjuntos. ■ 

De acuerdo con la definicion, se tiene 

XeP (A) XC A 

Fl nrohlema de dec id ir si un ohieto es un elemento de P (A) se reduce a determinar 
si dicho objeto es un subconjunto de A. 

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusion, cuaiquiera que sea A, se tiene 
A C A, y en consecuencia A e P (A) por definicion de conjunto de partes. 

Ademas, por 2.3.5. i) se sabe que 0 C A, y por ia misma definicion 0 e P (A), Es 
decir, cuaiquiera que sea A. el mismo A v el vacio son elementos de P ( A). 


Ejemplo 2-10. 

f \ 

Determinar el conjunto de partes de A = { 2,3,4" 

Los elementos de P (A) son todos los subconjuntos de A. es decir 


f x 

t -» \ 


f N 

? 3 ■ 




. 3 ) 


4I 


(3,4), 


< 3,4 J 
c j 


Y la notaeion por extension es 


P{ A) - j 0, 

Ejemplo 211 . 


V 




{^4 j 1 , ^2 , 3 } , ^2 , 4 , ^3 , 4 


»A ( 

> 


nu 1 . , 

i ) El conjunto de partes del vacio es el conjunto cuyo unico elemento es el 
vacio. 

pm ={ 0 } 

ii) La pertenencia relaciona elemento a conjunto, mientras que la inclusion 
relaciona conjuntos entre si. Desde este punto de vista, damos ios valores de 
verdad de las siguientes proposiciones relativas al ejemplo 2-10. 

0 C A V 

0eA F 

<t>eP( A) V 
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<l>cp (A) 


2,3j> eP( A) 
2 eP(A) 


eP( A) 


A eJ* (A) 
A e A 

A C A 



-V £ 


Si A time ft eiementos. entonces P (A) tiene 2" eiementos. Se trata de computer el 
numero de subconjuntos de A. lino de ellos es el vacio. Conjuntos unitarios hav 

exactamerste ti — ^ ) , es decir, tantos como combinaciones de tt eiementos, de orden 

1. 

El numero de subconjuntos de dos eiementos es el de combinaciones de n 


eiementos de orden 2, es decir 


■n 
i ^ i 


Subconjuntos ternarios hav ( n I ■ 

v3' 

Y asi sucesivamente, hasta obtener el unico subconjunto de n eiementos 
El numero total esta dado por la suma 


+ i,i+ii+ ... +i i +1 = i"j + i"i + 

'•>' J1 ~ h 1 ( 1 / ! ;• 


\ + 


• + t 1 

■JV 


= ,t 0 W - 1 = 2 (/J 1 ‘ • 1 ""' = (1 + lf = 2 

* — u i — U 


En este desarrollo hem os aplicado la formula del binomio de Newton que se 
tificara en el Capitulo 6. 
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Sean A y B subconjuntos de U. 

*.■ 

* 

2.5,1. Definicidn 

Complemento de A es el conjunto formado por los eiementos de U que no 
pertenecen a A. * 

El complemento de A se denotata por A c ; suelen usarse tambien A’ y A. 


i 


COM PL EM EN T ACION DE CONJUNTOS 


En sfmbolos 


o bien 


Se tiene 


x e U / x 4 A 


{ x / x i a| 


x € A c <=> 


Ei diagram# de v enn cor res 


senie es 




1 








La complementacion es una operation unitaria, en el sentido de que a partir de un 
conjunto se obtiene otro. 

Es usual tambien obtener el complemento de un conjunto A, respecto de otro 8, en 

cuvo ease ia definition es 

C-4 = ( x e B / x « A > 

En particular se tiene 

i ) El complementario del vacio es el universal. 


x e U =► x <£<£ => x € 


O sea 


s r .-*** 




» -vp A,;- * * « -V 


:> 0 : - 


a ©" = l 


It I EI CO 




?>l i 


el vaejo. 


V c = < T / X £ U A A* L 


2.5.2, Propiedades de la complementacion 

. 1) IN VO LU CION. (A c f = A 

Demostracion) 


x € ( A c ) c o x <£ A c o ~~ (x e A c ) ^ (x 4 A) x e A 


- 
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En esta demostracion hemos utilizado la definicion de complemento y la ley 
involutiva de] caleulo proposicionaL 

II) A C B => B c C A c 

Demostracion) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de 
inclusion y de complemento, se tiene 

x e x i B => x 4 A => x e A c 
Luego , B c C A c 

Ejemplo 2-13. 

Demostrar A = B => A c = B e 

x e A c o .x £ A x B <=> x e B c 

m 

tn virtud de las defmiciones de complemento, igualdad y complemento. 

Ejemplo 2-14. 

i ) Si r es una recta incluida en e! piano ct, entonces su complemento es e! par de 
semipianos opuestos abiertos, de berde r. 

ii) El complementario del conjunto de los numeros naturales pares es el 
conjunto de los naturales impares. 

ili) El complementario de Q en R es el conjunto de los numeros irracionales. 

.<2.6. INTERSECCION DE CONJUNTOS 

Sean Ay B subconjuntosde U. 

2.6.1. Definicion 

Interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos 
que pertenecen a A y a B. 

El diagrams de Venn correspondiente es 



*w'Vwivi:'}. A**?!■*»* .a- ' i ' -•• .*-*•*** .jf, ‘ ^ijgt^rr^TTr'vrr-rr' — r t »mw u ... w wmii inrirnini^ii^MjM inmi.^i ju **»■**$• ^ ^ < 
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En srmbolos se tiene 

A n B = |x e U / x e A a x e B | 

O bien, sobrentendido U . 

AnB = fx/xeA a jceB| 

La interseccion entre conjuntos es una operacion binaria, porque a partir de dos 
conjuntos se obtiene un tercero. 

La propiedad que caracteriza a los elementos de la interseccion es la de pertenecer 
simultaneainente 3 los dos conjuntos v se establece en terminosde una cnnjimcion 
La definicion de interseccion establece 

x e A n B o x e A a x e B 

Si la interseccion de dos conjuntos es vacfa dichos conjuntos se llaman disjuntos. 

Ay B son disjuntos ** A n B = <p 

Ejemplo 2-15. 

i > Si r y r* son dos reetas distintas incluidas en un piano, entonces su 

interseccion puede ser vacia, o bien reducirse a un punto, En el primer caso 
son paralelas, y en el segundo caso se llaman incidentes. 

ii ) Sean dos reetas AC y AB, donde A, B y C son ores puntos no almeados 

pertenecientes al piano ot. Quedan definidos los conjuntos 

S (AB , C) : semipiano de horde AB que pasa por C 
S (AC , B): semipiano de borde AC que pasa por B 

Entonces el conjunto S (AB , C) n 5 (AC , B) es el ingulo convexo BAC 



iii) Lonsideremos tres puntos distintos A, B y C pertenecientes a la recta r: 



l 
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Las semirrectas S (A , B) (de origen A que pasa por B), S (A , C) y S (C , B) son 

<. % 

subeonjuntos de r, tales que 


S(A,C)OS(C,B) = AC 
S (A , C) O S (A , B) = S (A } C) 


S (A , B) 


iv) La interseccion entre el conjunto de los numeros enteros pares y el conjunto 
de los numeros impares es vacia, ya que no existe ningun entero que sea 
simultaneamente par e impar. 

v ) En Z, la interseccion entre ei conjunto de los numeros pares y el conjunto de 

f "1 

los numeros onmosesel conjunto — 2 ,2 } 


,6.2. Propiedades de ia interseccion 
I) IDEMPOTENC1A: AHA = A. 


En efecto 


x € A n a x t A a x e A ^ x e A 


II) ASOC1ATIV1DAD: (A n B) CiC = A O (B O C). 

Utilizandc la definition de intersection, y la asociatividad de la conjuncion, se 


tiene 


xe(AOB)nC xe AH B a xeC 
(x e A a x e B) a x e C x e A a 
<=> x e a a x e B n C ** x c A n (B n C) 


e B A xeC) 


III) CONMUTATIVIDAD: A n B = B n A. 

La demostracion es obvia aplicando la definicion de interseccion v la 

conmutatividad de la conjuncion. 


■ ELEMENTO NEUTRO PARA LA INTERSECCION ES EL UNIVERSAL 

La interseccion opera sofere dememos de r (U),esdecir, sofere subeonjuntos as 

.XL interesa detentiinar si existe un subconjunto de U cuya inteiseccuon eo«* 

cualquier otro no !o altere. lai elemento de P (U) se llama neutro para la 

interseccion, y en nuestro caso es el mismo U. En efecto 
<• 

cualquiera que sea A C U, se verifica A n U = U n A = A 

Ejemplo 2-16. ’ „ 

La propiedad IV es un corolario del siguiente teorema 

ACB A H B — A 
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Por tratarse de una condition necesaria y suficiente realizamos las demostraciones 
de las dos implicaciones: 

i ) A C B A ^ B — A 

Con la information proporcionada por la hipotesis ACB, tenemos que 
demostrar la igualdad A n B = A. Por definicion de igualdad hemos de 

probar dos inclusiones: 

a) Sea x e U tal que x e A n B. Ahora bien 

x e A n B =* x e A a x e B =» x e A 


ccion. v le 


En consecuencia A HBC A i 1 L 

La re lac ion (1) nos dice que la interseccion 

incluida en cualquiera de ellos. 
b) Sea ahora 


entre dos conjuntos esta 


x € A =» x 6 A \ * x e B =* x e A O B 


por la hipotesis y por definicion de interseccion. 
Entonces se verifica A C A r B (2). 

De (1) v (2) resuita A n B = A. 

•, < *■’ »• 

ii) A H B = A A C B 

Para demostrar que ACB, consideramos 

xe A =>xe AHB =>xeA a xeB=*xeB 


pues por hipotesis A = A n B; hemos utilizado ademas la definicion de 

interseccion y la ley logica p a q =* Q- 
Queda probado asi que A B, 

Notese que en i ) a) no hemos hecho uso de la hipotesis, pero si en b). Esto nos 
dice que la proposition A n B C A es independiente de toda condition, es decir. esuna 

propiedad intrinseca de la interseccion. 


Ejemplo 2-17. 

Dem ostia rent os que si <Sos conjuntos estdn incluidos on un 




AC X a BC X ^ AHBCX 




■;2 CON JUNTOS 

x : 

Lo clemostramos a si 

xeAHB ^.veA a jc e B x e X a xeX ,xeX 
Homos aplicado sucesivamente la definition de intersection, ia hipotesis y la ley 

** *glC3 p A p => p. 

y vjemplo 2 - 18 . 

Demostrar que el conjunto de partes de la intersection es igual a la intersection de 
los eonjuntos de partes. 

* P(ADB)^P(A)nP(B) 

£0 efecro: teniendo on oiiertfa nue Ins plem^nms He foe n^rtes: dp nn ^nmiintp cr*n 

JL ' ' ' •■?•••• , - - ' — — - ^ -n W > -Jj it* im •«**• «*! m * 

.beonjuntos, consideramos 


XeP(\n B) X CA.nB «* XC A % XCB <*XeP(A) \ XeP(B) 
Xe?(A)n?(B) 


r definicion de conjunto de partes; teniendo en cuenta i ) a) del ejemplo 2*16, la 
snsitsvidad de la relation de inclusion, la definicion de conjunto de partes y ia 
definition de intersection. 


2.7. UNION DE CONJUNTOS 

Deimicion 

L nion de dos eonjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que 
pertenecen a A o a B. 

Simbolicamente se indiea 

A U B = S x e U / x € A v x e B ^ 

v. J 

Prescindiendo del universal 

A U B - <f x ! x e A v x e B ) 

l ' S 

La union de eonjuntos, lo mismo que la intersection, es una operation binaria 
definida en el conjunto de partes de U. 

De acuerdo con la definicion, podemos escribir 

c 6 A U B o ae A v a e B 

El "o'* utilizado es ineluyente, y pertenecen a la union aquellos elementos de U 
ra los euales es verdadera la disyimeion; entonces un elemento pertenecc a la union 
/ seb si pertenece a alguno de los dos eonjuntos. 


v 




-t 
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El diagrama correspondiente es 


A la union pertenecen todos los elementos de los eonjuntos dados. En el caso 
disjunto se tiene 




* 

donde ia parte sombre ad a es A U B. 

Es claro que todo conjunto esta contenido en su union con cualquier otro. En 
e fee to 

x e A => x e A v x eB => x e A U B 
en virtud de la ley logica p => p v q, y de ia definicion de union. Entonces 

A C A U B como quenamos. 

Ejemplo 2-19 . 

i ) La union de un par de rectas tyr’ contenidas en un piano es el par de rectas. 

ii) La union de dos semipianos opuestos y cerrados es el piano. 

iii) Sean los puntos A, B y C. como en e! ejemplo 2-15. iii). Se tiene 

S(B , A)US(B , C) = r 

S(A , B) U S (B , C) = S(A, B) 

2.7.2. Propiedades de la union 

I) IDEMPOTENCIA. Cualquiera que sea A, se verifica 

A U A = A 

n. 

Pues x e A U A o x e A v x € A o x € A 

por definicion de union, y la ley logica p v pop. 
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!!) ASOCIATIV1DAD. Cualesquiera que sean A, B y C 

(A U B) U C = A U (B U C) 

La demostraeion es analoga a la propuesta en el caso de la asociatividad de la 
interseccion, utilizando ahora la definicion de union y propiedades de la 
disyuncion. 

Ill) CONMUTAT1V1DAD. Para todo par de subconjuntos de U» se verifica 

A U B = B U A 


p,vt?% x € A u B x e A v x e 


X t 


v X t 


X 6 


W) HLEMEMO NEUTRO PARA LA UNION ES EL CONJUNTO VAC 10. 

Es decir, cualquiera que sea A C U, se tiene 

A U 0 = 0 U A = A 

Tratamos solo e! easo A U 0 ~ A, va que la conmutatividad nos exime de la otra 
situaeion. 

Sabemospor 2.7.1. que A C A u 0 0) 

Sea ah ora x € A U 0 x € A v x e <p => x e A 
por definici-on de union, y por ser faiso x e 0 . 

Luego A U 0 C A (2) 

Por (1) y (2) resulta la igualdad propuesta. 

Ejemplo 2-20. 

Demostrir A 2 B ^ A U B = B. 

Seguimos el mismo esquema empleado en el ejemplo 2-16. 

i ) Hipotesis) A C B 
Tesisl A U B = B 

Demostraeion) Como cada conjunto esta contenido en su union con 

cuaiquier otro. segun 2.7.1.,, se tiene 


* >-**• * 


a#** lil" 

WIVU IV t*> *4 s 


X t w 


x c A v 


=» X 


x e B =*■ x € 


por definicion de union, por hipotesis y por la ley p v 

Entonces: A U B C B 

De (1) y (2) resulta AUB^B • 

ii) Hipotesis) A U B = B 
Tesis) A C B 

Demostraeion) x € A => x e A U B » xtB 


(21 
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porque si un elemento pertenece a un conjunto, entonces pertenece a su union con 
cualquiera y ademas por hipotesis, ya que A U B = B. 

Es decir: A C B. 

Ejemplo 2-21 . 

i ) Demostrar X C A a XCB AUB. 

En efeeto. sea 

x £ X => x € A v v 6 B ^ x e A U h 


to que es eterto 


v 1 y 


de union 


La implication anterior no admits reciproca v 
que XCAU B. y sin embargo X C A y X 

diagrama siguiente 


ad era, \ a que puede ctarse 
, como puede verse en el 


* ^3. 



iii) Demostrar P(A)UF(B)C Pi AUB). 

Cohsideremos 

Xe/ > (A)Ui > (B) ' XeP(A) v Xe^iB) ^ 

=>XCA v XCB =>XCAUB ^XeP(AUB) 

por definicion de, union, de conjunto de panes, propiedad i ). y detime.on de 

conju n to de par tes 



La union e interseccion de conjuntos pueden coneetarse a traves de dos propiedades 
fundamentales. llamadas leyes distributivas. que se expresan mediante las formulas 

(A U B) A C = (A A C) U (B n C) 

(A A B) U C = (A U C) A (B u'C) 

Vamos a verificar, mediante diagramas de Venn, la primer, de estas leyes. Los 
dibujos corresponden al primero y al segundo miembro de la igualdad. 




CO? 




(AUB)HC 



(Anc)u(Bnc) 


-^s demostraciones formales sari las siguientes; 


Distributividad de ia interseccion respecto de la union 

x6(AUB)nc »xeAUB a x g C «<* (x € A v jceB) a x eC o 

<=> {x e A a xeC) v (xeB a jceC) <=> x e A n £ v xeBnc •*> 
^xelAHC) U (B n C) 

por definiciones de interseccion y de union, y distributividad de la conjuncion respecto 
de la disyuncion. 


:.8>2. Distributividad de la union respecto de ia interseccion 


x e (A n B ) u c <=> x e A n b v x e C 

O (x € A A X 6 B) V X € C 

*>(xe A v x 6 C) A (x e B v xeC) o 

<^xeAUC a xeBU C 
^ x e (A U C) n (B U C) 

Se han utilizado las definiciones de union, de interseccion, y la ley distributiva de la 
disyuncion respecto de la conjuncion. 


2.9. LEYES DE DE MORGAN 

& 

Estas leyes, de gran aplicaeion, permiten relacionar la compiementacion con la 
union e interseccion. 

-.9.1. Teorema. El complemento de la union de dos conjuntos es igual a la intersec¬ 
cion de sus complementos. 
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Tesis) (A U B) c = A c O B° 

Demostracion) te(AU B) c x 4 A U B <=> 

^ ~(x e A u B) ~~ (x e A v xeB) ^ 

** x i A A .v $ B x e A c a x c B c 

oxeA c nB c 

For definicion de complemento, de union, negacion de una disyuncion, y definicion 
de interseccion. 

2.9.2. Teorema. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igual a la 

« t «* *m. .w* d < ** -j*. .a- — +■ 1 ^v.. —* i. 

UiiiUii uC ouS CUiiipiCiiiCltuOS- 

Tesis) (A n B) c = A c U B c 
Demostracion) x e (A n B) c ^.v^AHB «=> 


^ ~~ (x € A n B) <=> (j* e A a xe B) ** 

x £ A v x 0 B <=> x e A c v x € B c o 


x e A* U B 


De acuerdo con las definiciones de complemento, de interseccion, negacion de 
una conjuncion y definicion de union. 

Ejemplo 2-22. 

Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 


AC B 


B c C A 


AUB 


A n B = A 


De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 1, para demostrar la equivalencia de 
una cadena de n proposiciones, es suficiente probar n implicaciones. En nuestro caso 


1°) A C B => B c C A c 

En efecto x e B c =»x^B =» x i A x e A c 
por defmicion de complemento, por hipotesis y definicion de complemento. 

2°) B c CA° => AUB = B 

Sea x e A U B => x e A v x e B => 

=* x i A c v x e B => x 4 B c v xeB ^ 

=>xeB v x 6 B => x € B 

.por definiciones de union y de complemento, por hipotesis, defink 
complemento y ley logica p v p => p. 

Asi 


definicion de 


AUBCB 


( 1 ) 
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Por Jtra parte 


BCAUB 


CO 


*»• •• 

va que tcdo conjunto es parte de su union con cualquier otro. 

« 

De (1) y (2) resulta A U B = B 
3°) AUB = B A^B = A 

a) Coiro la intersection esta inciuida en cualquiera de los dos conjuntos, se uene 


A n B A 


i 1) 


b \ Sea x e A **'x € A U B =* a* € 


A U B y por hipotesis 


EntDnces 


x e A => x € A a x € B => x € A n B 


Es decir 

Por (l) v (2) resulta 


ACAHB 


12) 


A n B = A 


4°) A n B = A =? AC B 

Esia demostrado en el ejemplo 2-16 ii ) 


2JO. DIFERENCIA DE CONJUNTOS 


2.10.1. Dtfinicion 


Difeiencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por loselementos 
de A que no pertenecen a B. 

A — B = ( x / a € A a a $ B 1 

* f J 


El diagrams correspo 



Es clan que A — B 4= B — A; es decir, la diferencia de conjuntos no es conniutativa 


'K 


diferencia de conjuntos 
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E!em T) Comiderando como universal al conjunto de los puntos del piano la 
diferencia entre la recta r y el segmento AB es la union de las semrrrectas 

abiertas AM y BN 



ii) La diferencia entre el conjunto de los numeros 


f & i P 


v% ^ pt, 1 fn, ni?intO H** In* 




siendo k 


2.10.2. Propfedad. La diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del 
primero con el complement del segundo. 

trata de orobaf que A B = A n B c . 

En efecto, aplicando sucesivamente las definiciones de diferencia. complementacton 
e interseccion, se tiene 

A — B = |x/xeA a x4B^=^xjxeA a x e B c ]> = A n B 


Ejemplo 2-24. 
Dernostrar 


BCA « (A-B)UB-A 
(A - B) UB = (A H B c ) U B 

= (AUB)nU = AUB = A 


(A U B) H (B c U 


Por 2.10.2, distributividad de la union respecto de la interseccion por ser 
B c U B = U, por neutro para la interseccion y lo demostrado en el ejemplo - 


Ejemplo 2-25. 


emostrar >a di 


s ii 


mcm, es dec 


A n (B - C) = ( A n B) - (A n C) 

En lugar de seguir e! metodo general de probar las dos inclusiones vamos a 
• trasformar cada miembro de la igualdad utilizando las proptedades demostra . 


A si 


An(B-C) = A n (B n C c ) = AHBOC 


(1) 


por 2.10.2 y asociatividad de la interseccion. Considerando el segundo miembro y 
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aplicando 2.10,2, ley de De Morgan, distributividad de la interseccion respeclo de la 
union 

(A n B) - (A n C) = (A n B) n (A n c) c = 

= (A n B) n (A c U C c ) = 

= (A n b n a c ) u (A n b n c c ) = 

= <p u (A n b n c c ) = A n b n c c (2) 

De (1) y (2) resulta 

A n (B - C) = (A n B) - (A n c) 

2.11. DIFERENC1A SIMETRICA 

* 

Sean A y B dos subconjuntos de U. 

c 

2,1 LI. Definirion V 

Diferencia simetrica de los conjuntos A y B es la union de los conjuntos A — B y 
B- A. 

La notaeion es 

A A B = (A-B)U(B-A) (1) 

y el diagrama correspondiente 



Otra identificacion de la diferencia simetrica es 

A A B = (A H B c ) U (B H A c ) ( 2 ) 

que se deduce como consecuencia inmediata de La definicion, teniendo en cuenta que 
la diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del primero con el 
complemento del segundo, segun 2.10.2. 

Resulta tambien 

A A B = (AUB)-(AO B) ‘ ( 3 ) 



DIFERENCIA SIMETRICA 

En efecto 

A A g = (A — B) U (B — A) = (A O B c ) U (B O A c ) = 

= [(A n b c ) uB]n [(A n B c ) u A c ] = 

= (A U B) n (B c U B) n (A U A c ) n (B c U A c ) = 

= (A u B) n u n U n (A c u B c ) = 

= (A U B) n (A c u B c ) = (A U B) n (A n B) c = (A U B) - (A n B) 

De acuerdo con (2), por ley distributiva de la union respecto de la intersection, por 
ser B c U B = A U A c = U, por ser U neutro para la interseccion, por conmutatividad 

de la union, por ley de De Morgan y por 2.10.2. 

Las expresiones altemativas para la diferencia simetrica son 

A A B = (A — B) U (B — A) = (A n B c ) U (B n A c ) = 

= (A U B) — (A n B) - (A U B) n (A n B) c 

$ 

2.11.2. Propiedades de la diferencia simdtrica i. 

1) CONMUTATIVIDAD 

A A B = (A — B) U (B — A) = (B — A) U (A — B) = B A A 

ID EX1STENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vacio es neutro para la diferencia 
simetrica. En efecto 

AAd> = (A-$)U(<£-A) = AUd>= A = #AA 

' * 

III) EX1STENCIA D£ 1NVERSOS. En una operacion entre elenientos de un 
conjunto (en este caso el conjunto es P (13), los elementos son los subconjuntos 
de U y la operacion es la diferencia simetrica), interesa determinar si, dado un 
conjunto, existe otro cuya diferencia simetrica con el es el neutro, Afiimamos 
que tod© conjunto A C U admite al mismo A como inverse respecto de la 

diferencia simetrica. 

En efecto 

AAA = (A-A)U(A-A) = 0U£ = 4> 

IV) ASOCIATIVIDAD. Cualesquiera que sean A, B y C pertenecientes a P (U) se 

verifica 

(A A B) A C = A A (B A C) 

Demostracion) 

(AAB)AC = [(AAB)nC c ]U[(AAB) c nC] = 

= {[(AnB c )u(A c nB)]nc c } u {|(AUB)n(AnB)‘] c nc} = 

= (A n b c n c e ) u (A c n B n c c ‘U) 0 u < A n B )1 n c ) 


* 
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- (A n b c n c c ) u(a c nBoc c )u (a c n b c nc) u (A n b n C) = 

= (A n b n c) u (A n b c n c c ) u (A c n b n c c ) u (A c n b c n c) (i) 

En este desarrollo se han utilizado las consecuencias de la definition de diferencia 
simetrica, leyes de De Morgan, distributividad de la intersection respecto de la union y 
la conmutatividad, 

Desarrollamos ahora el segundo miembro aplicando la conmutatividad de la 
diferencia simetrica y utilizando el resultado anterior 


A A (B A C) ~ (B A C) A A 

= (B n c ffA) u (B n c c r 


C n a ) 


n B n 


U (A c < 


« 


C 

II 3 


i/*c r*s 
* % n ? i 


Co A c )u(R c nc c n.A) 


r\ nC r\ 

% 9 O ( II 1. 


Be {1} y (2) results 


(A A B) A C = A A (B A C) 


Ejempio 2-26 . 


i ) La diferencia simetrica entre los intervalos reales 


1 , *») A(-, 3] - (3 , U (—oo f i) 


ii) En cambio 


(1 , °°) A (— 00 ,3) = [3 , «=) U (— oo , 1 ] 


Ejempio 2-27. 

Demostrar ia ley cancelatrva de la diferencia simetrica, es decir 


A A B = A A C => B = C 


En efecto 


AAB = A AC =» AA(AAB) = A A (A AC) =* 

=> (A A A) A B ~ (A A A) AC =» 

= B-C 

Ejempio 2* 28. 

Demostrar la distributividad de la intersection respecto de la diferencia simetrica 
Tesis) (A A B) O C = (A n C) A (B ri C) 

Demostracion) Desarrollamos los dos miembros por separado 

(A A B) n c = [(A n B c ) u (A c OB)]nc = 

= (a n b c n C) u (A e n B n c) 


* 


(i) 


PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS 


> 

3 


(A n C) A (B n c) = t(A n C) n (B n C) c ] u [(A n C) c n (B n C)] == 

= [(a n c) n (B c u c c )] u [(a c u c c ) n (b n c)] = 

= (AncnB c )u(Ancnc c )u(A c OBnc)u(C c nBnc) = 

= (ahb c n c) u 0 u (A c nBnc)u0- 
- (A n B c n C) U (A c HBOC) (2) 

Hemos utilizado las alternativas de la definicion de diferencia simetrica, ia 
distributividad de la intersection respecto de la union, una ley de De Morgan, la 
conmutatividad de la intersection, la definicion de conjuntos disjuntos y la neutralidad 

del 4> para la union. 


2.12. PRODUCTO CARTESIANO 

— .. 

2.12.1 Par ordenado # 

Dados dos elementos a y b interesa formar un conjunto que dependa de dichos 
elementos y del orden en que se consideran. 

Definicion 

Par ordenado (a , h) es el conjunto cuyos elementos son j y <^a ,b) 


(j,6)= ffj, {«•*}} 


ay b son la primera y la segunda componentes del par ordenado. 
En particular se tiene 


(«,*)= {{«} • { a > a )} = {{ a )j 


Si a # b 5 entonces (a , b) ^ (b , a) 


9 


a como ejercicio ia siguiente propiedad. dos pares ordenados son 



^ . ♦ 


is comconei 


2.12.2. Definicion * 

Producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos son 
todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y la segunda 


a B. 


A X B = | (<z, b) / 0 e A a be B} 


En sfmbolos 
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En particular 


A X A = A 


— A 2 _ 


= {(«,&)/ 


ae A a be A 


Ejemplo 2-29. 

i ) Producto cartesiano de A = f 1 , 2,3 } y B = <£i , 2/ 

A X B = { (1 ,1), (1 , 2) , (2,1) , (2,2) , (3 ,1) , (3,2) | 

ii) Por ser pares ordenados, los elementos del producto cartesiano de dos 
conjuntos pueden representarse mediante puntos del piano cuya abscisa v 

A ^ V* ADA '"'AA ,>V J*. .■* ..It a ■». >» M 1 4K .-4B- ■■"‘1 -* Mb B A 1 — J , „ J, 

oOi** ivapCwii v v4iiiCiiiw, *a piiiiiCid y isx CUiiipOUCiUc* 



Los vertices de la euadncuia obtenida son los elementos del producto cartesiano. 
iii) El producto cartesiano no es conmutativo, pues 

(3,1) 6 A X B y (3 , 1)|BX A => 

=> AXB^ BX A 

* 

Ejemplo 2-30. 

Sean los intervalos cerrados de numeros reales 

(c , d] = ^ y e R / c <j < d 

Entonces 

[a , b ] X [c , d] ~ ^ (x , j/) e R 2 / a < x < £ a c < y < 
es el rectangulo cuyos lados son dichos intervalos. 


L. 
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Ejemplo 2-3 L 

Sean A = x e R / jx| < 1 ^ y B - R 
Entonces 

A X B = f (.t, y) € R 2 / 
es la faja abierta de la figura 


~ 1 < x < ! a y e r\ 

j 
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Ejemplo 232 . 

HI producto cartesiano es distributive respecto de la union 


(A U B) X C " (A X C) U (B X C) 


En efecto 


(x,y)e( AUB)XC xeAUB 
(x e A v x e B) a >'eC 


o (x e A a v eC) v <x 6 B a 
^(jtj)eAXC v {x J)6BK 
i jc , v) C (A a C ) cJ IB X C) 


veC <=» 


y e C ) <*► 


Hemos aplicado, sucesivamesne: definiciones de producto cartesiano. de union, 
distributividad de la conjuncion respecto de la union, definiciones de pro u^to 

cartesiano y de union, 

Ei producto canesiano de tres conjuntos se define mediante 

A X B X C — (A X B) X C 

Sus elemento s son ternas ordenadas, 

Como case particular, se tiene 


A 3 = AX A X A= •[(.< ,y ,t)jxe A a ye A a 
En este caso, la representacion es espacial. 


z e A ) 

j 


2.13. OPERACIONES GENERALIZADAS 

c- 

Sea | Aj, Aj, .,, A n j un conjunto finito de conjuntos; en este caso podemos 
formar la union e interseccion de dicha familia, es decir 


4* U A a U . .. U A 

i 


^ a & 


n p 


'i. * 

donde los segundos miembros denotan abreviadamente tales operaciones 
Siconsideramosi„ = { 1 > 2 ,... ,h 1 • entoncesescribintos 


Ua, 

i f In 


11 

Ua, 

i= i 


0 A ,• — 

i e In 


Ha, 

i -1 
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j ? es un intervalo natural inicial (conjunto de los n primeros numeros naturales) y 

se llama un conjunto de indices. 

Si el conjunto de indices I se identifica con N, es decir, 

[== ^ j 2 3 .^j> , entonces la familia de conjuntos <^Ai , A 2 , ., A fj , . . A 

se llama sucesion de conjuntos y la notacion es 

oo 

UAi“ U A* 


l € I 


i - 1 


5 <f I 


Tambicn puede ahreviarse la notacion de la tamilia de conjuntos 


/" A| , At i • * * * Arj ^ ^ Aj ^ . 

una familia de conjuntos. 


2 | 3 | Sea < A* > una familia de conjuntos. 

Definicion 

Union de la familia ( A, j iel es el conjunto 

U A, = ( x I 3 i e I A x e A, j. 

i€ I ^ 

Es decir, un elemento pertenece a la union de la familia si y solo si pertenece a 
alguno de los conjuntos de dicha familia. 

113.2. Definicion 

Interseccion de la familia ^ Aj ^ . c j ss el conjunto 

flAj = ( x !xe A, , vA 

iel 


; n elemento pertenece 3 la interseccion st y solo si pertenece a codes *cs con 




A A ajk * I t 

•V* V M fiV51. *4 * 1 4 It i 1U, 


» e 


i las 






binario. Hn particular las leves de De Morgan son 


u a, \ — n a. 


t e I 


i € I 


( n a, j c = u a, 

‘lie! J i ^ t 
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Ejemplo 2-33. 

Operaciones con intervales reales 

oo 

i ) U [f'-l ,/) = (0,l)U[l,2)U[2,3)U....= 

/ = 1 

= R* U { 0 1 = [0 «) 

donde R * denota el conjunto de los numeros reales positivos. 

‘O P(" t - 7) =(~ 1 > 1 ) n (~ ~2 » y) n — = { 0 } 


m) 


n 

- i 


* 

i 


(0, 


3J 


* • « * 


2 . 14 . UNIONES DISJUNTAS 

En Prcba bilid ad es se utilizan uniones de conjuntos disjuntos y en lugar de utilizar 


as notaciones 


AUB para el caso A n B = q> 


es usual esedbir 


A + B 


simbolo que indica una union disjunta. 

Si se tiene una union arbitraria de conjuntos, esta puede expresarse como union 
disjunta de la siguiente manera 

AUB = A 4 -A c nB 



Consideremos ahora la union de tres conjuntos A t , A 2 y A 3 ; la podemos expresar 
como union disjunta mediante 

3 

U A, = A, + \\ n Aj + Aj n Aj n a 3 

l = 1 
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Indicando con el simbolo X la union en el caso disjunto, la expresion anterior en el 
caso de una sucesion de conjuntos puede escribirse asi 

U A, - Ai + X A'nAln ... nA c n a j 

ie N J ~ 2 

\ 

Se trata de probar esta igualdad. 

a) El segundo miembro es una union disjunta. 

Sean dos terminos de la sumatoria con i i=j, por ejemplo: i<j. Se tiene 

(Af n ... n Af. x n a,) n (At n ... n Af n ... n A/. t n A y ) = 

= <p pues A, n Af = <j> 

b) Todo elemento del primer miembro pertenece a! segundo. 

Sea x € U A, => 3 / e N / x e A t 

i € N 

Si k es el menor entero positive para el cual x € A*, se tiene x € A x U A 2 U ... 

U A. ya que x no pertenece a ningun A, con i < k. 

rZ * * 

Luego 

xe(A* ua 2 u ... uA*.j) c => 

=> x e Aj n A C 2 n ... n A£.j y como x e A k => 

x e At n a 2 n ... n Aj., n A fe 

y en consecuencia x pertenece a! segundo miembro. 

c) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una union disjunta, dicho 
elemento pertenece a uno y solo uno de los tenninos, es decir 

3 fc / x e A f riAjH ... n A c k , t oa a => 

=> x e A k para un unico k => 

=> x e U A, 

* ie N 



TRABAJO PRACTICO II 


Se considers un experimento aleatoric consistente en lanzar tres monedas. Si una 
moneda cae cam. se anota 1, y si eae sello se anota 0. Formar e! conjunto cuyos 
elemeatos son !os posibles resultados del experimento. 


2-35. Con r dacron ai ejercicio anterior, determinar 
conjuntos: 


por extension los siguientes sub- 


Sj : se dan mas caras que sellos. 

$2 : se obtienen al menus dos caras. 

S 3 : se obtiene el mismo resuitado en las tres monedas. 

2-36. Con los conjuntos definidos en 2-30, obtener: 

M 

s| ;S 2 — S 3 ;Si ns 3 ;(S 2 us 3 )ns 1 

2-37. Sean los conjuntos 


{ xeZ / \x\ < 3 } 
/ x € Z i x 2 <7 \ 


determinar AHB,AUB ( A-B.B" A,A28 


2-38, Dados 


= < jteR/bt 


x e R / be — 1 


J! ■«i^- 

I jj % “T'" 


Obtener A n B , A U B , B 


2-39. Siendo 


| jc e R / x 2 — 1 
[.veR/ M < 1 


obtener A n B , (A U BF' 


3 - 


* 


TRABAJO PRACTICO 11 


v 

V * 


Mft Si A= (xeZ/M<4) y . 

B=|xeZ/x|6j determinar 

aub,adb,a-b,b-a,aab 

4* 

2-4/. Formar todos los subconjuntos de 


’-4 ? Si 


| (0,0) , ( 1,0) 


( a ,b\ , obtener P (A*) 




au a 


(A n B) C A C (A U B) 


2-44. Demastrar 


AC B A ACC A C (B O C) 


2-45. Demostrar que si dos conjuntos estan inciuidos en un tercero, entonces $u 
iarnbien lo esta. 


2-46. Demostrar 


A C <p => A = <$> 


2-47. Demostrar 


A-B = A-(AHB) = (AUB)-B 


2-48. Demostrar 


2-49. Demostrar 


2-50, Demostrar 


(AUB)-C=(A-C)U(B-C) 


(A O B) - C = (A - C) H (B - C) 


U C5 


<**.? L 


2-52. Demostrar 


2-53. Demostrar 


A — (B — C) = (A ” B)U(AO C) 


(A-B)-CC A-(B-C) 


AU(B~C) = (AUB)-(C-A) 



CONJUNTOS 


«* 


L* 2 

2-54. Dernostrar 

2-55. Dernostrar 

2-56. Dernostrar 

2-57. Dernostrar 

2-5*5 Dernostrar 

2-5 9. Dernostrar 

2-60. Dernostrar 

2-61. Dernostrar 

2-62. Dernostrar 

2-63. Dernostrar 
2-64. Dernostrar 


A = (A n b) u (A n b c ) 

BCA <=> (A — B) U B = A 

(A-B)UB = AUB 
A A B = $ A = B 
AXB = ^ o A = 0 v B = 0 

A C B a CCD o AXCCBXD 

(A r> B) X C = (A X C) H (B X C) 
(A — B) X C = (A X C) — (B X C) 

i) AC B => (AUC)C(BUC) 

ii) A CB -> (A n C) C (B n C) 

A C B a ACC <=> AC(BHC) 
ACC a BCC o(AUB)CC 


2-65. Dernostrar 

A H B A AUB = C =* A = C — B 


2-66. Dernostrar 

i ) U c = 4> iii) A n A c = <j> 

ii) U = <j> c iv) A U A c = U 

2-67. Dernostrar 

A U B = U a AHB = 0 =* B = A C 
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2-68. Dernostrar 


i) A“(A“B) = AnB 

ii) A U (B ~ A) = A U B 


2-69. Dernostrar la equivalence de 


A U B == U y A c CB 

2-70; Dernostrar la equivalence de 

A C B c y Ane = <f 

2-7L Si A tiene n elementos escribimos C (A) = n (cardinal de A es igual a n). Si A y B 
son finitos, entonces el cardinal de la union es igual a la suma de los cardinales, 
men os ei cardinal de la interseccion, es decir 


C(AUB) = C(A) + C(B)-C(An B) 


Dernostrar 


C(AUBUC) = C (A) + C (B) + C (C) - C (A O B) ~ 

-C(Anc)“C (B n c) + C (A n b n c) 

2-72. Sean U ¥* $ y A una familia no vacfa de subconjuntos de U, es decir: A C P (U) 
For deflnicion, A es un algebra de Boole de partes de U, si y solo si A es 
cerrada para la complementacion, para la union, y contiene al vacio. Es decir 

i ) A € A A c € A 

ii) A| € ^4 , i 61 =► U Aj€A 

i€ i 

iii) <j>€ A 

donde I denota un conjunto de indices a lo sumo numerable. 

Dernostrar que A contiene aU,y que es cerrado para la interseccion. 


2-73 : Sean: 12 ^ 0, A y B dos a 
es un algebra de Boole. 


algebras de Boole de partes de £2. Dernostrar que A n B 



Capitulo 3 


3.1. ESTRODUCCION 

Se desarroila aqui un tema de fundamental importancia en el esquema de la 
matematica actual: las relacicmes binarias. Mediante eilas es posible vincular eiementos 
de dos conjuntos, no necesariamente diferentes. y segun sea si tipo de conexion se 
tienen ias distintas ciases de telaciones. En este capitulo se estudiaran con adecuado 
detalle las relaciones de equivalence y de orden. 


3.2. RELACIONES BINARIAS 


Sean 4y B dos conjuntos y P (x ,y) una propiedad relativa a los eiementos x e A e 
v e B, enese orden. Esto sugiere naturaimente la consideration del producto cartesiano 
AXB, y la determinacion de los pares ordenados (a , b) para los cuales P (^r , &) es una 
proposition verdadera. De este modo queda deflnido un subconjunto R Cl AXB, 

11amado relacion. 

Para fijar ideas consideremos el conjunto A formado por las personas a. b t cyd,y 
el conjunto B cuyos eiementos son las posibtes notas semanales obtenidas en una 
asignatura: 1, 2, 3, 4 y 5, correspondsntes a insuficiente, aprobado, bueno. 


mao y scores 


k s aeetr 


b, c , 


Los eiementos de A quedan vinculados con los del conjunto B mediante la 
propiedad 

P (x ,y) : x obtuvo la notay 

Supcagamos que la situation al cabo de una semana queda especificada mediante el 

C* 

siguiente diagrams 


..-H.pir*'****-' 
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Esta relacion entre A y B esta caracterizada por ei conjunto de pares ordenados 

R = {(«.2) t («,4),(*,4),(rf,5)} 

como c no tiene n in gun correspondiente en B, consideramos que no ha sido clasificado 
en la semana, Se tiene 

(x,y)eR *>?(x,y) es V 

Definition 

Relacion entre A y B es todo subconjunto del producto cartesiano AXB. 

En sintbclos 

R es una relacion entre A y B o R C AXB 

Para indicar que un par ordenado (a , b) perteneee a la relacion suele escribirse 
a R b, lo que equivale a (a , b) € R . 



RELACIONES 


Sea R una relacion entre Ay B, es decir, R C AXB. En el case de conjuntos fmitos 
se utilizan los siguientes tipos de representacion: 

l ) Mediante diagramas de Venn, como en el ejemplo anterior, 
ii) Mediante un grafico cartesiano. En este caso se consideran como abscisas los 
eiementos del primer conjunto, y como ordenadas los del segundo.,Mediante 
parabias a los ejes trazadas por los puntos de division se forma una 
cuadrfcula cuyos vertices son los eiementos del producto cartesiano AXB, de 
estes se senalan los que pertenecen a R. 



RELACIONHS 

Considerando el ejemplo propuesto en 3.2, se tiene: 



?ii> Mediante un matriz. Sobre una eolumna se anotan los elementos de A, v 
scbre una fila los de B. En el angulo superior izquierdo, el significado de la 
relacion. Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien 
un 0, segun que el par ordenado correspondiente pertenezca o no a la 
relacion, Con e! mismo ejemplo, resuita 



3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA 

* 



Consideremos una relacion R entre los conjuntos A y B. 

Si (x , y ) e R diremos que y es una imagen de * a traves de R, y que x es un 
antecedente o preimagen dey por R. 

at. 

Definition > 

Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B 

D s ={.xeA I(x,y)eR] 
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Definition Y 

Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente 


en A 


l R = {>■ e B/(x ,v)e?) 


Definition < 

•» 

Relacion inversa de R es el subconjunto de BXA definido por 


| O'»*) / (a . y) e R } 


Ejemplo 3-1. 


Con relacion al caso estudiado en 3.2, se tiene 


D R={ a -b- d 


,4,5 


La relacion inversa es 


( (2 , a) . (4 , a) . (4 , f>) , (5 , <f) } 


y corresponds a la propiedad 


p [y, x) : y es la nota obtenida por jc 
E i grafico cartesiano de esta relacion inversa es 



BXA 


R~ l 


* 



RELACIONES 


3.5. COMPOSICION DE RELACIONES 

* 

A partir de las relaciones R C AXB y SC BXC, es posible definir unarelacion entre 
A y C, llamada composicion entre R y S, mediante 

SoR = { (x 9 z)/3yeB A (x,y)eR a (y f z)es) 

La composicion de relaciones admite las siguientes propiedades: 
i ) Asociatividad. 

(T*S)eR~T»(S»R) 

ii) La relacion inversa de la composicion es iguai a la composicion de las 
relaciones inversas, en orden permutado. 

(SoR)-' = *“* of 1 
Las demostraciones quedan como ejercicios. 


Ejemplo 3-2. 

Consideremos los siguientes conjuntos y relaciones: 


*{-1.0,1} 


1.3 


{3/2,5/2,0} 


R C AX B esta. definida por: la iraagen de x es su cuadrado. 

S C BX C caracterizada por: el correspondiente de^ es su mitad aumentada en 1. 


\ . 



•3/2, 

*5/2 


1* 


Se ti 


*={(- 1 , 1 ),( 1 , 1 )} 


* 
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La relacion compuesta So R C AXC esta determinadaasi: 

x 2 

(x ,z)eS o Roz =—r~.+ 1 

3.6. RELACIONES DEFINIDAS EN UN CONJUNTO 

Sea R una relacion entre A y B. donde B » A. En este caso la relacion esta definida 
en A. y se identifica con un subconjunto de A* - AX A, 

Definition 

R es ana relacion definida en A, si y solo si R C A*. 

Como todo subconjunto de A 2 es un elemento de las partes de A 2 , podemos dear: 

R es una relacion definida en A si y solo si R € P (A ) 

Es claro qua el conjunto vacio y el mismo A 2 son relaciones definidas en todo 

conjunto A; ya que son subconjuntosde A*. , 

Si A tiene n elementos, entonces A 2 tiene n 2 elements, y el conjunto de partes ae 

A" tiene 2 (r|1) elementos, es deck, existen 2 {n * } subconiuntos de A , o lo que es io 
mismo, relaciones en A. 

Ejemplo 3-3. 

Se trata de format todas las relaciones que es posible definir en el conjunto 






RELACIONES 


Deterrninamos primero el producto cartesiario 


A 2 -{(«! ,«,).(«, ,e 2 ),(a 2 ,a 2 ),(a a 
Como A 2 tiene cuatro elementos, existen 2 4 relaciones en A, y son las siguientes: 


Ri ={ ( fl j .«i)} 

,R 3 =| (flj 

ft. = / fa -*„/?« 1 \ 


R; = f (ff 2 ,fl;) ) 

t 

•$6 = | (^1 * ^i) s (#1 * ^ 2 ) j 

(*i ,ai)Aa 2 ,<ri) } 

^8 = ( >2 2 ) | 

#9 ={ tel * 8 2 ) ,(a 2 ,#0 \ 

Rio = { (ffj , a 2 ) , {a 2 , ff 2 )} 

R-n ^ tei ? # 1 ) * tei * ^2) ^ 

R l2 {^j ,^2), (a2 , 

^13 *{ (*1 ^ 2 ) 5^2 »^2)} 

/?i4 — | («i >&i)ttet >^ 2 )} 

^15 ={ (^1 ,ai),tei ,*i ),(<** ** 2 )} 


Ejemplo 3-4. 

Grafico cartesiano de la relacion definida en R, mediante 

{x r y)eR <>x 2 ( 1 ) 

La relacion es un subconjunto de R 2 , y pertenecen a eila los pares ordenados de 
nurneros reaies que satisfacen a (1). Ah ora bien 

x * ~y 2 *>x 7 ~~y 2 = 0 -o(jc + y) . (x — y) ~ 0 
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Sabemcs que en R, si el producto de dos factores es cero, alguno de los factores es 
nulo, es decir 

x +y ~ 0 v x — y = 0*>y = ~x v y-x 

Cada una de estas ecuaciones es la representacion anah'tica de una recta del piano; 
en este caso, sc trata del par de bisectrices del sistema de ejes. 

Si A = { (-V ,y)ly = -*} y B = { (x ,y)ly = *} 



entonces la relacion 

ft = ( (x , y) / x 1 — y 7 } = A U B, es decir es la union de ambas bisectnces. 


3.7. POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEF1MDAS 

EN UN CONJUNTO 

Sea R una relacion definida en A, es decir, RCA 2 . Dicha relacion puede 
clasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades: 

3.7.1. Reflexividad 

R es reflexiva ^ Vx:xeA =* (x , *) e R 

. —v •. c 

La reflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma pareja consigo 
mismo, y el par asi obtenido pertenece a la relacion. 

Llamamos diagonal de A 2 al conjunto D = ^ (x ,x) j x € A j es decir, la diagonal 

de A 2 es el conjunto de los pares de componentes iguales. La reflexividad se tradu¬ 
ce en el hecho siguiente: la diagonal de A 2 esta contenida en la relacion, es 

R es reflexiva D C R 
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3.7.2. No reflexividad 


Consist* en la negacion de 3.7.1. 

Rq s no reflexiva 3 v / x € A a (x , x) 4 R 

La no reflexividad de R queda especifleada por la existencia de al menos un 
eleniento de A que no este relaeionado consigo mismo, 

En un diagrams cartesiano ocurre que la diagonal de A 2 no esta contenida en la 
relacion, osea' 





3.7.3. Amflexividad 

R es arreflexiva V x : x e A => (x , x ) & R 

Es deck, ningun elemento de A esta relaeionado consigo mismo, o lo que es igual, 
ningun elenento de la diagonal de A 2 pertenece a la relacion o equivalentemente 

R es arreflexiva ^ R n D “ 0 

Es claro que toda relacion arreflexiva es no reflexives, 

Ejemplo 3'5. 

En A ={ 1,2,3) consideramos las siguientes relaciones: 

i ) n= {(1,1), (2,2), (3,3), (2,3)} 

De acuerdo con la definicion dada en 3.7.1., resulta R una relacion reflexiva 



ii) Er cambio S = ^ (11), (2,3) , (3,2) J es no reflexiva, pues 

2 6 A a (2,2)4 R 

•> 

* 
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iii) r={ (1,2), (2,1), (3,1)} 

Es arreflexiva. ya que ningun elemenfo de A forma pareja consigo mismo en 
h relacion. 



Es decir, si un par pertenece a la relacion, el par que resulta de permutar sus 
componentes tambien pertenece. y en consecuencia el diagrama cartesiano es simetneo 

respecto de la diagonal de A 2 . 

3.7.5. No simetria 

Es la negacion de la simetria. 

R es no simetrica o 3 x 3 y I , y) € R ^ (v , x) 4 R 
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La no sirnetna no impidc que dos pares de componentes permutadas pertenezcan a 
!a relacion, pero exige que haya al inenosun par en ia relacion, y que el quo resulta de 
permutar sus componentes no pertenezca a ella. 

3.7,6. Asimetria 

R es asimetrica Vx Vy: (x ,y)eR =» 0* ,x)<tR 

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relacion, entonces el que se 
deduce por permutacion no pertenece. 

Ejempio 3-6, 

En A — { 1 , 2,3 > clasificamos desde este punto de vista las relaciones: 
i >5 = {a , 1), (2,3), (3 s 2)} 
es simetrica, 

ii) T= { (I ,2),(2,1),(3,1)} 

v» S’ 

es no simetrica, ya que 

(3, l)eT a (l ,3)* T 

iii) V= {(! ,2),(1,3), (2,3)} 
es una relacion asimetrica en A. 

3.7.7. Transitividad 

R e$ transitiva V x Vy Vz: (x ,y) €R a (y ,z)eR *+(x ,z)eR 

Es deck, si un elemento esta reiacionado con otro (no necesariamente distinto), y 

este esta reiacionado con un tercero, entonces el primero esta reiacionado con el 
tercero. 

3.7.8. No transitividad 

Por ser la negacion de la transitividad, decimos 

* 

R esro transitiva 3x3 „v3 z !(x,v)eR a (y>,z)eR a (x,z)<tR ■ 

3.7.9. A transitividad 

R es atransitiva V jr V v V 2 : (jc ,y) e R a (y ,z)eR ~ ( x ,z)i R , 
Ejempio 3- 7. 

Considerando el mismo conjunto A de Ios ejemplos 3*5 y 3-6 se tiene: 
i ) R y U son transitivas. 
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ii) V = { (1 ,2),(2,3),(1 ,3),(3, 1)} es no transitiva, ya que 

" (1 ,3)e V a (3 , l)e V a (l , 1 )4V 

iii) IP = <f (1,2) , (2,3)} es atransitiva, ya que 

(1,2)e IP a (2,3)elP => (1 ,3)* IP- 



3.7.10. Antisimetria 

R es antisimetrica V x V y : (.x , y) € R a (y , .v) € R =* x = y 

r» .. .* A .•*+. A f*. ^omujtnH^r t'»ArtPnf*^t a n % If! fplsriOH 

til CStC CdbU, it Uw piitVJ iiw Cviiiipviiviii.va j- ■- * --■ ~ '• - — “ - * *' - • 5 

entonces diehas componentes se identifican. 

De este modo. ia relacion R del ejempio 3-5 es antisimetrica, pero no lo es S puesto 

que es F la proposition 

(2,3 )eS a (3,2) e5 =>2-3 

Ejempio 3-8. 

En R se considera la relacion R definida por 

[x , v) e R o x — y e Z (1) 

Est am os interesados en la clasificacion v representacion de R . 

La definition (1) se traduce en estos terminos: dos reales estan relacionados, si y 

solo si su diferencia es un entero. 

\ 

1 ) Reflexividad. 

a e R => a — a ~ 0 eZ => {a . a) e R 

ii) Simetria. 

(a. b) e R =* a ~~h e Z b—a eZ => {b , a) eR 
Por (1), porque si un numero es entero, su opuesto tambien lo es, y por(l). 

iii) Transitividad. 

{a,b)eR ^ {b . c) e R => a — b e Z a b—ceZ=> 
=>{a-b)-b(b-e)6 Z a-ceZ =>(a,c)eR 

iv) R no es antisimetrica, pues 

<3 ,2)eR a <2,3)6* =>2 = 3 es F 

v ) Grafico de R. 

A R pertenecen los pares de reales {x , y) tales que x — y € Z 
Ahora bien 

x-veZ =>x-y = k/keZ => v=x-k con keZ 
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Para cad a entero k se tiene una recta paralela a la primera bisectriz. 



La relacion consists en todos los pares (x , y) e R 2 pertenecientes a la familia de 
rectas, es decir: 

R = ,U \ {x,y)eR* jy= x ~k) 
keZ ' 

Efemplo 3-1 

Sea A ur conjunto. Como el vacio es parte de cualquier otro, la proposicion 0 C A 2 
es verdaden y, en conseeuencia, <p es una relacion en A. Tal relacion Yerifica las 


i ) Anreflexividad. La proposicion 


v x : jc t n ~ 


ix , x) 4 & 


esverdadera, ya que el consecuente de la implicadon es V, 
ii) Sixietria. Se verifies por ser V fa proposicion 


V x V v : ix , y) e <p =* (y » x) e <p 


iii) Tiansitividad 


(j X,y)€4 A (y ,2>€0 {x ,Z)€0 


es V porque el antecedente es F. 






relaciones de equivalence 


V 

iv) Como la implication 

(x , y) e $ a 0 > ,z)e $=> x = y 

es verdadera por tener el antecedente fatso, la relacion es antisimetrica. 

Es decir, la relacion vacia definida en un conjunto, es arreflexiva, simetrica, 

transitiva, y antisimetrica. 

Sj a = 4>, entonces la misma relacion es ademas reflexiva, pues 

V * : .v e A -» (x ,x)e<i> 


3.8. RELACIONES DE EQLTVALENCIA 

Las relaciones binarias definidas en un eoqjunto, que venhean las propiedades 
reflexiva. simetrica y transitiva, se Uaman de equivalencia y desempeban un papel 

imoortante en algebra. 

3.8.1. Concepto de relacion de equivalencia 
Definition 

La relacion R C A 2 es de equivalencia en A si y solo si es reflexiva, simetrica > 
transitiva. 

Por ra/ones de simplification se utiliza el simbolo y los elementos de todo par 

perteneciente a la relacion se llanian equivalentes. 

La notation a -/> se lee es equivalcnte a b'\ y significa que e! par [a . b) pertene- 

ce a ia relacion. Ln este sentido, las relaciones de equivalencia satistaeen: 
i ) REFLEXIVIDAD. Todo elemento de A es equivalnte a si mismo. 

V x : x € A => x^x 

ii) SIMETR1A. Si un elemento es equivalente a otro. entonces este es 


equiva 


primero. 


y x v i’ : x '^y =* 


*» • ■ 


4|«« 1 P A # i V 9 Uii vlvaiwavJ 3 



eouivalentc 


* 


f P 


s tercero. entonces d primero es equivalence at tercero 
V x ¥ v V : : x ^y a y x 


Ejemplo 3-10. 

En A = f 1 . 2,3 } , la relacion 


= {(1 .1M2. 21. (3. 3).(1 ,2), (2,1)} 


LTJl ffl. 
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es de equivalencia. Clasificamos las siguientcs proposiciones: 


1 

-1 V 

1 -2 V 

3 

—1 F 

2 

-2 V 

2 -1 V 

2 

—3 F 

n 

-3 V 

1 -3 F 

3 

-2 F 


En virtud de las Ires primeras queda asegurada la reflexividad. En cuanto a la 
simetria es suficiente ver que 

% 

1 —2 ==>2—1 es V 

Mas aun. si el antecedente es falso la implication es verdadera 

i —3 => 3 

Para la transitividad, descartando ios casos de antecedents falso, es sufic iente 
verificar: 

1-1 a 1 —^2 => 1 —2 V 

1- 2 a 2M V 

2- 1 a 1 -2 => 2-2 V 

i —i a i ^i =» i ^i v 

El diagram a de Venn es 



donde cada arco orientado esta asociado a un par perteneciente a la relacion, En forma 
caitesiana: 
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3.8 2. Oases de equivalencia y conjunto cociente 

Sea — una relacion de equivalencia en A ^ 0. Un probtema de interes es la 
determinacion de todos los elementos de A qde son equivalentes a uno dado, es decir, 
que form an pareja con el La respuesta conduce en cada caso a un subconjunto de A, 
llamado clase de equivalencia del elemento. 

Definition 

Clase de equivalencia del elemento a € A es e! conjunto de todos los elementos 
de A equivalentes a a . 

K a = ^ x € A ! x ~~a ) 

Con relacion al ejemplo 3-10: 

K, = { 1 .2 } = K : 

Ka = { 3 } 

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntosde A. 


K, 
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Podemos avanzar un poco mas y preguntamos por el conjunto cuyos elementos son 
las clases de squivalencia: Kj y K 3 . 

Para denctarlo, podemos elegir un unico elemento en cada clase de equivalence, 
djgamos 1 y 3, con lo que queda caracterizado un conjunto de indices I = | 1 ,3j> 

de modo tal que a cada elemento de este le esta asociada una clase de equivalence El 

conjunto fomado por las clases de equivalent se llama conjunto cociente de A por la 
relation de equivalencia, y la notation es 

~ = {k, ,k4 

o bien, mediaite el conjunto de indices 

-' l JC / ft ft i > 

-V. J « V l ( 

K & 

Las clases de equivalencia constituyen una partition de A, en el sen tide skuiente 
son no vacias, disjuntas de a pares, y su union es A. Este conc^pto sera pmcLdo In los 

parrafos siguentes, y es un hecho comun a toda reiacion de equivalencia definida en 
un conjunto ro vacio. 


Ejemplo 3-1 i 

En el conjinto Z de los enteros mtroducimos la reiacion de congruencia modulo n 
mediante la si»uiente 

Definition 

Dos entfros son congruentes modulo n, si y solo si n es divisor de su diferencia 
En simbolcs 

ay b son congruentes modulo n ^ n la — b 

Adelantandonos al hecho de que la congruencia es una reiacion de equivalencia 
podemos escritir 

a-~b n\ a —b ( 1 ) 

Por definition, el numero natural n es divisor del enterox si y solo si este es igual al 
primero por unentero, es decir 


x ^3 kelfx 


.9 — 


Espetifi 


*..i= *. -- 

i ) Si un numero divide a un entero, divide al producto de este por eualquier 


enterc. 


nix => 


x.y 


En efecto, por definition de divisor 


n x => x = n.k =* x. y = (n . k) . y => x y = n . (k . y) => 
n x .y 


■ -,T A. 


CONJUNTO COCIENTE 
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ii ) Si un numero divide a otros dos, entonces divide a su suma o diferencia. 

n\x a n{y => n\x±y 

Demost ration) 

Aplicando la definicion de divisor a las dos propositiones de lahipotesis, sumando 
y restando en Z aplicando la distributividad del producto respecto de la suma y resta, 
y la definicion de divisor, tenemos 

n \ x a n | y =► x = n k y — n k* =* 

=> x ±y = nk±n k f x ± y &•-= n (k t k") 

=> n j x ± v 

iii) Si un numero divide a un entero, entonces divide a su opuesto. 

Es una consecuencia de la propiedad i ),ya que 

n |x => n | (— 1) . x ^ n | —x 

Retomamos ahora nuestro proposito de probar que (1) es una relation de 
equivalencia, 

a) Reflex ividad, 

Como n | 0, se tiene 

V a : a eZ => n\ a—a => a 

b) Simetrt'a. Sean los enteros ay b tales que 

a~~b => n\a ~~b => n | — (a — b) => n \ b —a =*• b -a 
por (1), propiedad iii), por opuesto de a — b y por (1) 

c) Transitividad. Sean los enteros a, b y c f tales que 

a^b a b c =► n \ a — b A n | b — c => n | (a — b) + (b — c) =*• 
n \ a — c => a 

de acuerdo con (i), la propiedad ii), reduction de terminos, y (1). 
v amos a determinar las clases de equivalencia de los enteros. Sea a f Z; entonces' 

= < x e Z / x } 

v ' j 

Ahora traducimos la propiedad que define al conjunto 

x ~~a ==> n | x —a => x —a — n « k con keZ => 

** x = a + h . k cor keZ 

Es decir, a K a pertenecen todos los enteros del tipo a 4* n . k, donde ay n estan 
dados, y k recorre Z. En otras palabras, a K a pertenecen las sumas de a con todos los 

* 

* V 

r- 
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multiples de n, En particular: 

K 0 — {. ,-2n,-n,0,n,2n,3n, .} 

r 

^ 1 ~ .> ^ 4- 2 w , 1 + 3 rz , 

^.*2 2/3,2 — n,2,2+/z,2+3w,.\ 



-1 {. ? 12 n } 1 n , 1,— I . \ 

Verifcamos que no es posibie obtener otras ciases distintas de estas; si queremos 

{* ***•*» 2 h , .1? = fC 0 

Analogamente: K n + 1 = K, - K 2 „ +1 =K,. n = etc. 

Los sub indices de las ciases de equivalencia son los posibies restos de La division de 

en * ero ^ or n * es ^ ec * r: 1 » 2 ,..., n —* 1 , ya que de acuerdo con el algoritmo de la 
division entera el resto es no negative y menor que el divisor. For este motive reciben 
el nombre de ciases de restos modulo n, y suelen denotarse mediante 

0 , 1 , 2 ,. ,n~l 

E! conjunto cociente es 

O bien 

Z„ ={ K„ / 0 <«<n] 

Lo mismo que en el ejemplo 3-10, las n ciases de equivalencia son no vacias, 
disjuntas dos a dos, y su union es Z. 

Vamos a considerar el case particular de las ciases de restos modulo 3, en cuyo caso 
el conjunto cociente es 

Z 3 ~ £ 0,1 , 2 | ~ | K 0 , Kj , K 2 ^ 

donde 0 es el conjunto de todos los multiplos de 3, o loque es lo mismo, el conjunto 
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que 
divididos por 3 dan resto 1, y analogamente 2, 

La particion de Z es 

♦ 
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Realizamos la representacion cartesiana de la relacion. De acuerdo con (l).se trata 
del subconjumo de Z 2 cuyos elementos son los pares ordenados de enteros (x , y), que 
satisfaeen 

3 I x — v *=> x — y = 3 k con k € Z y —x — 3 k con k € Z 

ar 

Para cada eniero k quedan determinados los pimtos de coordenadas enteras de la 
recta = x — 3 y en consecuencia. la relacion consiste en el siguiente conjunto 
discrete de puntos del piano 
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k- 0 =* y -x 

fc = — 1 => y + 3 

k — 1 ==> y = x 3 
jfc= 2 =* AT *"6, etc. 

La nlacion es 



3,8,3. Particion de tin conjunto no vacio 

Seal, dos conjuntos A * <» e 1 * d> tales que, cualquiera que sea el elemento u e l, 
existe in subconjunto K u C A. 

Definition 

£1 conjunto ^ K u / u 6 1 j* es una particion de A si y solo si 

i) Va:u€ I ^ K u =* 0 

i) ufrV =* K u O K t , = # 

ii) Vfl€A.3M6l/aeK u 

Los elementos K u de la particion son subconjuntos no vacios de A, y estan 
asociacos ai conjunto de indices I; ademas, elementos distintos del conjunto de indices 
detenrinan subconjuntos disjuntos de A; finalmente, la condicion iii) significa que la 
union ie los subconjuntos de A que son elementos de la pafticipacion, es A. 

Ejempo 3-/2. 

i )Sea r una recta contenida en el piano a. El piano queda particionado en tres 
subconjuntos K,, K„ K 3 , siendo I = { 1,2,3} un conjunto de indices. 



,i) Las relaciones de equivalence de los ejemplos 3-10 y 3-11 conducen a las 
pardciones indicadas en estos. 
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.... investiaamos la particion asociada a la relacion de equivalencia del ejemplo 
Ul) 3 . 8 . En este caso, la relacion esta definida en R mediante 

a a — b € Z 


Seafi€ 


R; entonces, por definition de clase de equivalencia 


a ---fxeR / x ~a } 


Ahora bien 




eZ *=* x — a = k con keZ 


Entonces a K a pertenecen todos los reales de! lipo 

x ~ a 4- k siendo k € Z 

Es decir todos los elementos equivalentes a a. se obtienen sumando a a todos los 
enteros. En consecuencia, si elegimos como conjunto de indices al intervalo semiabierto 

l s [o , 1K la particion R es 


( K 


efOJ 




l = [0,1) 


K, 



m:i 

>. a 


3.8.4. Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia definidas en un 
conjunto no vacio, 

Vanios a demostrar lo que ya hemos verificado a Waves de ejemplos anteriores. a 
saber, que toda relacion de equivalents defmida .a .... -..junto no .a... aet 

una particion de este en dases de equivalencia. 

TEOREMA 

Si ~ es una relacion de equivalencia defmida en el conjunto A¥=tt>, entonces existe 
un subconjunto 1 C A, tal que cualquiera que sea u en 1, existe K u C A, de modo que 

se verifican las siguientes proposiciones. 

i ) u € i =* K u # <t> 

ii) a ~a' a y a’ pertenecen al mismo K u 




H6 


* 





iii) K,nK^MK u =K, 

iv) u # v ==> K u n K„ = (j> * 

v) VaeA,3M6l/fleK u 

« 

NOTA 

I es un conjunto de indices que se forma eligiendo un unico elemento en cada clase 
de equivalence. 

Demostracion) 

i ) A todo elemento del conjunto de indices Ie corresponds una clase no vacia. 
Por hipotesis, reflexividad v definicion de clase de equivalencia' 

< 4* 

3 ce A => a => a 6 K a <pV a € A 

Ahora bien, como I C A 

u e \ u e A => K u 4 1 <P 

ii) Dos elementos de A son equivalentes si y solo si pertenecen a la misma clase, 

a) a ~~a’ =► a'eK a a aeK a 
Si u € K* entonces a y a* € K u 

b) a y a’ € K u => a a a => 

=> a ~~u a u => a "-a* 

iii) Clases no disjuntas son identicas, 

K u riK^ji =» K u = K t , 

En efecto. por hipotesis: 

nK,. *</> =»■ 3 .r e K u n K„ «• 

=> 3 -v e A / x e K„ a x e K„ =» 

X A X => li A X (1) 

SC3 * 

ye K u =* v~H (2) 

* 

De (!) y (2), por transitividad 

* 

* 

ye K u =>yyv => >> e K,,- 

O sea K u C K„ 

Analogamente K v C K u , y resulta 



K — V 

24 


* 
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iv) Elementos distintos del conjunto de indices determinan clases disjuntas. 
u 4" v => K u n K v = <j) 

Suponemos K u n 4 <$> =* 3 x € K w a xeK t , => 

=> X ~U A X v =* U ~~ X A x ~n ? => 

=> M —v => «eK r Absurdo porque contradice la definicion de I. 

v ) Todo elemento de A pertenece a una clase, o lo que es lo mismo, las clases de 
equivalence “cubren” a A. 

bea a e A « c fv a v 1 / 

Si u € IQ, entonces K a - K 4 , y resulta a e K u . 

NOTA 

Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relacion de equivalencia, definida 
en conjunto no vacio, determina una partition de este en clases de equivalencia. 
Precisamente, las clases son los elementos de la particion. 

3,8.5. Particion y relacion de equivalencia 

Sea ^ K u / u e I J> una particion de A. Entonces queda inducida en A una relacion 
de equivalencia. 

Para demostrar esta propiedad deflnimos primero una relacion en el conjunto no 
vacio A, mediante 

4 "dos elementos de A estan relacionados, si y solo si pertenecen al mismo 
subconjunto de la particion”. 

En simbolos 

(a , b) € R & ay b pertenecen al mismo K u (1) 

Vamos a probar queues de equivalencia. 

i ) Reflexividad. 

Por definicion de particion 

a 

a e A =>3wel/<3eK u => a y a pertenecen a K u 

Entonces, por (1) (a , a) € R 

ii ) Sim etna. Sean ayiienA, tales que 

(a ,b)e R => a y b pertenecen al misrno K w ^ 

=> by a pertenecen al mismo K u => (b ,a)€R 
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iii) Trmsitividad. Sean a , b y c en A, tales que 

■M 

(e, b) e R ^ (b , c) eR =* a , b y c pertenecen al mismo K u 
=> a y c pertenecen al mismo K u *=> (a , c) e R 

Ejemplo 3-13, 

Se considera en A = <f 1 , 2,3 la siguiente particion: 


\{ 5 ’ 3 } 1 { 2 }) 


La relacion de equivalence conespondiente es t entonces 


(1 .1),(3 *3), (I, 3), (3,1),(2,2) 



De acuerdo con 3.8.4 y 3.8.5, los conceptos de particion y de relacion de 
equivalencia son identificables. Esclaro que en un conjunto no vacio es posible definir 
tamas relaciones de equivalencia como particiones. 

A contimiacion proponemos todas las relaciones de equivalencia deflnibles en el 
conjunto A. 
a) 

R x = ^(1, 1) } (2,2), (3,3) j es la igualdad en A, es decir 

(x , j) € Ft i ^ x ~ y 





= {( 1 , 1 ),( 2 . 2 ) ,( 1 , 2 ),( 2 , 1 ) ,( 3 , 3 )} 


x 
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En este caso 

( x,y)eR 2 <>x=y v x+y = 3 






RULACIONI-S 


e) 

* 5 = {(1,1) , (2,2) , (3,3) ,(1,2) , (2,1) , (1,3) , (3,1) , (2,3) , (3,2) } = A 2 
Es decir 

(x i y)eR s <*(x,y)eA 2 



Aqui ia particion consiste en un unico subconjunto: el mismo A. 

> 

33. RELACIONES DE ORDEN 

E, usual n imumita y en la wd, cotklim ordenar k* element.* da un conjunto 

«"* '*""<> > >»>& M 

“ x precede a y” signifies (x t y)eR 

Lo esencial de toda relacion de orden es la transitividad, y segun se cumplan o no 
:~ dad6S * habIa de ° rden ampli ° ° estrict0 ’ y en “da caso, de orden parciai 

-T 

3,9.1, Orden amplio 

Sea R C A 2 , 

* 

Definition v 

R es una relacion de orden amplio en A si y solo si es reflexiva, antisimetrica y 
transitiva. - 3 

Obviando los cuantificadoresuniversales tenemos: 
i ) Reflex ividad, 

« 

A =>(a.a)eR 
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ii) Antisimetria. 

{u , b) 6 R a {b , at) 6 R ^ q ^ b 

iii) Transitividad. 

(a , b) e R a (b ,c)€ R => (a ,c) eR 

3.9.2. Orden parciai y total 

Sea R una relacion de orden en A, 

? ) R e s de orden parciai si v solo si existen pares de elementos incomparables, es 
decir 

3 a , 3 b / {a , b) % R a , a) £ $ 
ii ) Ei orden es total en caso contrario, es decir 

a ± b => ( a , b) e R v (b + a) eR 

Ejemplo 3-14 

i ) En N la relacion de divisor es de orden amplio y parciai 
Por definicion 

n \a <=> 3 m e N / # = n. m 

a) Refiexividad. 

ceN => a = a, 1 => a\a 

b) Antisimetria. 

Sean a\b a b \ a => ny m en N / b - a. n A a - b < m => 

a. b =a. n . b. m ==> 1 = n . m => n = m = 1 

Luego a = b. 

c) Transitividad. 

Sean <z|& a £> | c ^ = tf. « A c = b. m 

Entonces b . c — a. n . b . m => c — a . {?i . m) => c — a . p => j 1 1 *. 

Por otra parte, este orden amplio es parciai, pues existen pares de naturales que no 

son comparables por la relacion de divisor. Un contraejemplo esta dado por 2 y 3, ya 
que 2|3 y 3|2 son proposiciones falsas. 

Es claro que un par ordenado de numeros naturales pertenece a la relacion si y solo 

si la primera componente es divisor de la segunda. 

Esta relacion esta representada por los puntos del primer cuadrante de coordenadas 
naturales que tienen abscisa natural, v para cada ana las ordenadas son todos los 
multiplos naturales de aquellas. 
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Si consideramos la relacion de divisor en Z, no se tiene un orden amplio, pues la 
anti si me trf a no se cumple. En efecto 

3 | —3 a -3 I 3 3 = -3 es F 

ii)EnA={l,2,3^ la relacion 

R= {(1 ,1), (2.2), (3,3), (1,2), (1,3), (2,3)} es un orden amplio 
y total. Se trata evidentemente de la relacion de menor o igual 


3.9.3. Orden estricto. 
Sea/? CA 2 . 


Deftmcton 


R es una relacion de < 


if J B A .* 1 


y solo si es 


ft^ *■* e* iry* ^Xf 
I lvA.iVtfu aaniiCU iva T 


transitiva. 

En simboios 

i ) Arreflexxvidad 
mismo. 


Ningun elemento del conjunto esta relacionado consigo 


a 

a e A =» (a , a) 4 R 

ii) Asimetrfa. Si un elemento esta relacionado con otro, entonces este no lo esta 
con el primero. 

(a, b) eR =»•(*. a) 4R 


L 


ORDEN ESTRICTO 


iii) Transitividad. 


(a t b)eR a (b ,c)eR ** (fl ,c)eR 


Lo mismo que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial o total. 

Ejemplo 5-/5. 

i > La relacion de menor en R es un orden estricto y total. 

ii) Por detoMn, un conjunto ...a Mrimntc.t. indwl. 

todo elemento de! primero pertenece al segun , P 6 j tes - 

este que no pertenecen al primero. La notacion y simboios son los siguie 


AC B AC 
i=- 


A A sfc 

tj 'i, i v 


En? (U)la inclusion estricta es una relacion de orden estncto y parcial, womc P- ede 

verificarse senciHamente. ^ 

iii) En A = { a, b , c j la relacion , 

R= f(a.b)A“.c).ib,c)} es de orden estricto y total. 

3.9.4. El signo de preceder 

Si R es una relacion de orden definida en A, y dos elementos* y b estan vinculados 


por dicha relacion, al escribir (a, b) 6 R 

la notacion es a< b. 

Con esta notacion se tiene: 

i ) Reflexividad. 


v aR b suele decirse que precede a b , V 


a€ A =* 


ii) Antisimetria. 


a b^d ^ a — b 


iii) Transitividad. 


aKb 


b^c 


U '•NA 


ht\ I jj 


** V 


0^. 


Analogamente, para la aneflexividad, asimetrfa, orden parcial y total, teniendo en 
cuenta que “a no precede a b” puede escribirse a<b. 

3.9.5. Elementos distinguidos de un conjunto ordenado 

Sea A un conjunto ordenado por una relacion de orden<. 

i ),W rtemenm. El elemento'. tr A * lame prime, « X *»” 

precede a todos los demas. 


Uru.tn&iiy. 
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a € A es el primer elemento x € A a <^x 

ii) Ultimo elemento. El elemento be A se llama ultimo elemento si y solo si 
todo elemento de A precede a b. 

be A es el ultimo elemento x e A => x<Cb 

De estas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener 
necesariamente primero o ultimo elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que 
tenga primero o bien ultimo, o que tenga primero y ultimo. 

iii) Elementos rttinimales . El objeto m de A es un elemento minimal si y solo si 
no existe un elemento distinto que lo preceda. 

m e A es minimal o V x € A ; x <C w =* m = x 

iv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y solo si no 
existe en A un elemento distinto que lo siga. 

n e A es maximal V x e A :m< H => x = n 

Puede ocurrir que en un conjunto oidenado no existan elementos minimales o 
maxim ales, y si existen pueden no ser unices. 

v ) Cotas inferiores. El elemento a e A es una cota inferior del subconjunto 
X C A si y solo si precede a todo elemento de X. 

a € A es cota inferior deXCA «xeX =» a <jc 

vi) Cotas superiores. El elemento be A es una cota superior del subconjunto 
X C A si y solo si sigue a todo elemento de X. 

be A es cota superior deXCA «xeX <^h 

vii) Supremo o cota superior minima. El elemento s e A es el supremo del 
subconjunto X C A si y solo si es el printer elemento del conjunto de las 
cotas superiores. 

viii) Infimo o cota inferior maxima. El elemento ie A es e! infimo del 
subconjunto X C A si y solo si es el ultimo elemento del conjunto de las 
cotas inferiores. 

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente unicas. En cambio, el 
infimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no existir, ya que un 
conjunto ordenado puede carecer de primero o ultimo elemento; pero si existen, son 
unicos. Precisamos los conceptos anteriores en los ejemplos siguientes. 

Ejemplo 34 6. 

L ) Consideramos el intervalo abierto (— 1 , 1) C R, donde se define la relacion 
de menor o igual. 

•' * 

Esta relacion en R es de orden amplio y total, pues 



ELEMENTOS D1STINGU1DOS 

?l 

a) Reflexividad. 

a e R a < a 

b) Antisimetria. 

a<*b a b => a = b 

c) Transitividad. 

a^b a b^c a c 

d) Linealidad. 

a ^b => a < i? v b a 

No existen en (- 1 , 1) ni primero m ultimo elemento, ya que los extremes - 1 y 1 
no pertenecen al intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni 
maximales. Es claro que cotas inferiores de (■— 1,1) bay infinitas: todos los reales 
menores o iguales que - 1. Analogamente soil cotas superiores todos los numeros 
reales mayores o iguales que 1. El infimo es - 1 y el supremo es 1, y ninguno 
pertenece ai conjunto (— 1 ,1). 

ii) Con la misma relacion de menor o igual el intervalo semiabierto [—1,1) 
tiene primer elemento — i, que es tambien minimal, cota inferior e infimo. 
Carece de ultimo elemento, de elementos maximales, de cotas superiores y de 

supremo. 

iii) Sea ahora el conjunto A — | 2 , 3 , 6 , 9 , 12 , 36 } ordenado por la 

relacion de divisibiiklad. Se ha visto que el orden es amplio y pareial. Como 
no existe en A ningun elemento que sea divisor de todos los demas carece de 
primer elemento, pero tiene ultimo y es 36. Este es elemento maximal, y 
tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni infimo, pero ia 

cota superior y el supremo son 36. 

3.9.6. Diagramas de Hasse 
Sea A un conjunto ordenado. 

i ) Elementos consecutivos . Los elementos a y b de A son consecutivos si y solo 
si 

a) a<b 

b ) -Kb => a = x v b~x 

j* 

ii) Representacion de conjuntos ordenados. Es posible representar un conjunto 
ordenado y finite, mediante un diagrams llamado de Hasse, asignando a cada 
elemento del conjunto un punto del piano o bien del espacio, y uniendo ^ada 
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en el 

sentido de x a y, si x < v. 
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Asi, el diagrama de Hasse correspondiente al conjunto A = |2, 3, 6 } 9, 12, 36 


ordenado por la relacion de divisor, es 


36 


Toda poligonal orieniada determina un subconjunto totalmenie ordenado por la 
misma relacion, y constituye una cadena. 

Ejemplo 3-17. 

Dado A — ,b,c} , en P (A) consideramos la relacion de inclusion, definida 


por 


XCY oXCY 


De acuerdo con 2.3,4., esta relacion es de orden amplio y parcial en P (A). 

♦ 

* 4 

El correspondiente diagrama de Hasse es la siguiente representation espacial 


(a,b , c }= A 


(a,c) 


( b,c } 


( c ) 


(a,b)', 




{•) 


( b ' 

\ ' * 


£1 conjunto P (A) tiene primer elemento y ultimo elemento: <f> y A, respectivamen* 
te. Ambcs son el eiemento minimal y maximal. A dos elementos cualesquiera de P (A) 
les corresponde una cota inferior maxima y una cota superior minima, es decir, un 

infimo y un supremo. Asf, dados {* a, £ ^ y el infimo es ^ c y el 

supremo es ^ , b \ c ^ . Cuando esto ocurre para todo par de elementos de un 

conjunto ordenado, se dice que el conjunto tiene una estructura de red o de reticulado,, 
o de lattice . 
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3.9.7. Conjuntos bien ordenados 
Sea <C una relacion de orden en A. 

Definition 

Un conjunto esta bien ordenado por una relacion de orden si y solo si esta 
totalmente ordenado, y ademas todo subconjunto no vacro tiene primer 

elemento. 

Ejemplo 3-18, 

i ) El conjunto de los numeros reales, ordenado por la relacion de menor o 
iguaT* esta totalmente ordenado, pero no es un conjunto bien ordenado, 
pues no todo subconjunto no vacto de R tiene pnmer elemento. En efecto. el 
intervalo abierto (— 1 , 1> es una parte no vacia de R, pero carece de primer 

elemento. 

ii) El conjunto Z de los enteros esta totalmente ordenado por la misma relacion, 
pero como carece de primer elemento n6 esta bien ordenado. 

iii) El conjunto N de los numeros narurales esta bien ordenado por la relacion de 
menor o igual, ya que se iialla totalmente ordenado, y toda parte no vacia de 

N tiene primer elemento. v \ ( v 

iv) El conjunto cuyos elementos son & { a j , {a, bj » |a . 6 . <r j esta 

bien ordenado por la relacion de inclusion. 

V ) El conjunto A = { 2,3, 6,9,12,36} propuesto en 3.9.6. ii ), ordenado 
por la relacion de divisor, no esta bien ordenado, por no ser totalmente 
ordenado. 






TRABAJO PRACTICO III 

3-19. Sean A =^x e N / 1 <5} y B={3,4, 5} 

Se define R C A X B mediante 

(x , y) e R <=> x + v < 5 

i ) Definir R por extension, 

ii ) Representar AX By R. 
iii) Determinar R” 1 , 

3-20. Se consideran A = {l, 2, 3, 4, s}b = ^1, 4, 6, 16}c = {2, 3, 8, 10j y las 
relaciones ^ C AXB, 5CBXC, defmidas por 

(x ,y)eR o y~x 2 

(y ,z) € S z - 

Se pide: 

i ) Determinar R y S por extension. 

ii) Definir la composicion S * R C A X C por extension. 

iii) Determinar los dominios e imagenes de las tres relaciones. 

3*21. Obtener los graficos cartesianos de las siguientes relaciones definidas en R: 
i ) {x ,y)e R y = 3 

it) (r,y)eS^x+y=i 

iii) (x , v) e T x + y < 1 

3*22. En Z se define R mediante 

(a , b) 6 R o a 2 4- a = b 2 4* b 

Clasificar R. 

3-22. En R 2 se define la relacion mediante 

. (x ,y)~(x\y T ) -y f 

Probar que es de equivalencia, determinar las clases de equivalence, un conjunto 
de indices y el conjunto cociente. 

3*24. En A = | 1 , 2,4,6,8 ]> se define la siguiente relacion 

. (x,y)eR »3U 
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i ) Definir a R por extension. 

ii) Formar el diagrama de R. 

iii) Clasificar R. 


? 1 *■ 


■} 

i r 

r > . v 


* $ • 7 Ci 

3-25. En N 2 se considera la siguiente relacion ... *'■••• f-\ y 

(a , b) ~ (a *, b *) a + b * = b + a 

Demostrar que es de equivalencia, obtener las clases de equivalencia, un conjunto 
de indices, el conjunto cociente, y representar las clases. 

3-26. El conjunto <j{ a] ,f b , c ),{d }J> es una particion de A ={ a , b , e , d\. Obte- 
ner la relacion de equivalencia asociada. 


3-27. fcn A = <5 i , 2 ,3,4 j se considera la relacion 

R - {(x ,y) e A 2 l'x~y v x + y - 3 } 

Definir R por extension, probar que es de equivalenvia y determinar la 
correspondiente particion de A. , 

3-28. Clasificar la relacion R defmida en Z 2 mediante 

(a * b) R (a*, b ') ab’~ ba’ 

* 

3-29. En el conjunto de los numeros reales se define 

*={(* , y)eR 2 / Uc - 11= ly - It} 

Demostrar que es de equivalencia, y representarla. 

3-30. Una relacion R definida en un conjunto A es circular si y solo si 

(a>b)eR a (b,c)eR =* (c,a)eR 

Demostrar que una relacion es reflexiva y circular si y solo si es de equivalencia. 


3-31. En R se define 




mediante 


x ~y x 2 —x 


Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjunto de indices, 
el cociente, y representar la relacion. 


3-32. Sean R y S dos*relaciones definidas en A. Demostrar: 

Si R y S son reflexivas, entoncesR U S y R S son reflexivas. 


A -f-n---;i* 

* 'J m E j 

It *** X / , '*•■*< > 

* • -A*- *■ * „ . .. * ? 




J-iJ. En R se define 


«={(x,y)eR 2 /Ixl +2|yl = l} 


«r * a'- 

»-««u'*v.>* l 


Obtener el dominio, la imagen y el grafico cartesiano de R. T v 
3-34. Sea RCA 2 . Demostrar que la relacion R UR" 1 es simetrica. 

J-J5. Clasificar y representar la relacion R C R 2 definida por 

(x , y) € R *> x — v £ R" 
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3-36, En A = [- 1 , 1 ] se considera la relation 

R ~{(x >y)e A 2 1x 

i ) RepresentarR. 

ii) Probar que es de equivalence. 

iii) Obtener la partition de A. 

3-37. Sea R una relation definida en A. 
Demostrar: 

s ) R «$ simetrica ** R~ l essimetrica. 
o)R es transitiva R " 1 es transitiva. 


es transitiva. 


3-38. Sean R y R ’ dos relaciones transitivas en A. 

Demostrar que R H R * es transitiva. 

3-39. Si R y R* son dos relaciones antisimetricas en A, entonces R HR* es antisi 
metrica. 


3-40. Sean ‘ w * una relation de equivalence definida en A # # y X C A. Por 
definition, se Hama saturado de X por la relation de equivalence al conjunto de 
los elementos de A que son equivalentes a los elementos de X. 

La notation es: 

<• 

X* =(x e A lx ~y , V y e Xj 

Demostrar: 
i )XCX* 

ii) (X J Y)* = X*UY* 

$ 

3-4L Clasificar las siguientes relaciones deflnidas en el conjunto de las rectas del 
piano 

i ) (a ,b) e R o a P. b ¥= 0 
ii) (a , b) € R a 1 b 

3-42. Clasificar todas las relaciones delejemplo 3 3. 

3*43. Clasificar k relation R definida en R mediante 


lx , y ) e 


¥ 3 ~ 


3-44. Bn A — | 1 , 2,3,4,5 j 1 se considera la relation de menor 


3-45. Definir per extension la relation de divisor en el conjunto del ejercicio 3-44, y 
obtener los elementos maximales y minimales. 

3-46. Con relation al ejercicio 3-45, determinar una cota superior y una inferior del 
subconjunto 12,3 ^ 


TRABAJO PRACTICO III 


, En R> ordenado por la relation de menor o igual, se considera 

A=^xeR/r = “- a ne N 

investigar si A tiene primero o ultimo elements si esta bien ordenado, y si 
admits cotas, infimo o supremo. 





Capitulo 4 


FUNCIONES 


4.1. INTRODUCTION j 

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un eapitulo I 

especial, con abundante ejercitaejon y ejemplos. For otra parte, en virtud del caracter * 

elemental del texto, y la convenience de que en primera instance e! concept© sea 
utiiizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co- 
rrespondencias. Se estudian las funciones o aplicaciones especiales, ia composition 
de funciones, y el algebra de las imagenes y preimagenes. > 

■ i 

4.2. RELACIONES FUNCIONALES j 

Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y codominio 
respectivamente. Entenderemos por funcion de A en B toda regia que hace 
corresponder a cada eiemento del dominio un unieo elemento del codominio. Mas 
precisamente, una funcion es un conjunto de pares ordenados tales que la primera j 

componente pertenece a A y la segunda a B, es decir, un subconjunto de A X B, de j 

modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y solo de uno. Esto \ 

nos dice que toda funcion de A en B es una relation especial entre A y B. 

Lsualmente, los signos que indican funciones son/, g , h , etcetera. A si, para denotar 
que/es una funcion de A en B, se escribe: 

f : A-*B 

m ft- 

y se lee: “/ es una funcion o aplicacion de A en B'\ o bien "/ es una funcion con 
dominio A y codominio B’\ 

En particular, siA = |—l,0,l,2j ,B=|o,l,2,3,4j> y/es la relacion 
definida por 





(x,y)ef **y = x 2 
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entonces se tiene 

/= ( (-1 , 1) ,(0,0) , (1 , 1) , (2,4)) ya que cada segunda componente es el 

cuadrado de la primera. 

El diagrama de Venn correspondiente es 





Tanto en la definition de / por extension como en el diagrama es facil advertir que 
todo elemento del dominio tiene un correspondiente o imagen en el codominio, y 
ademas tal correspondiente es unieo, en el sentido de que no se tienen dos pares 
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que/es una 
funcion de A en B. Observamos aqui las siguientes situaclones: elementos distintos de 
A pueden tener la misma imager, en B, c<To ocurre con - 1 y I. cuyas imagenes son 
1; ademas, ptiede darse que elementos de B no tengan un antecedente en A, es decir, 
que pueden existir en B elementos que no sean correspondientes de ningun elemento 

de A, como ocurre con 2 y 3. 

Defmicion * 

/ es una. funcion o aplicacion de A en B si y solo si/es una relacion entre A y B, 
tal que todo elemento de A tiene un unieo correspondiente en B. 

O bien: * 

Definition ■/ 

f es una funcion o aplicacion de A en B si y solo si / es un subconjunto de A X B 
que satisface las siguientes condictones de existencia y unicidad: 

i ) Vae A, 3!>eB/(a,6)e/ 

ii ){a,b)ef a {a ,c)ef =» h-c 

Si (a f b) € f decimos que b es el correspondiente o imagen de a , por/, y suele 

escribirse b- f (a), es decir, b es el trasformado de a por la funcion /. 

Para denotar la misma eosa, algunos autores utilizan la notation a izquierda: 
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Una funcion queda especificada si se dan el dominio A, el codominio B, y ademas la 
relacion fC A X B, que satisface las eondiciones i ) y ii) de la definicion. 

Por ser un conjunto, f puede estar dado por extension, es decir, como conjunto de 
paxes ordenados, o bien por comprension, mediante una formula o ley de correspond 
dencia que permita asignar a cada objeto del dominio su imagen en el codominio. 

Ejemplo 4A. 

Determinamos si lassiguientes relaciones son funciones. 



Se cumplen las eondiciones de la definicion, y resulta f una funcion tal que 

/(«>« i /( 6 )=2 /(c)-2 i 

El diagrama es 



ii) Con los mismos A y B, la relacion 

{(«,!),(«,2),(6,2),(c,l)} 


no es una funcion por las siguientes razones: no se cumple i ), ya que no 
toco elemento del dominio A tiene imagen en el codominio B, puestf carece 
de trasformado. Tambien deja de verificarse ii J, pu esto que un mismo 
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iii) Si A es el conjunto de las personas y / es la relacion en A deflnida por 

(x , v) ef o x es hijo de y 

entonces / es una funcion de A en A, ya que toda persona tiene padre y este 
es unico. 

En cambio la relacion deflnida en el mismo A mediante 

(x ,y)ef ** x es padre dey 

no es una funcion de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir, 
eleraentos del dominio que carecen de imagen en el codominio; por otra parte, 
tampoco se verifica ia unicidad, pues existen personas que son padres de mas de un 
hijo. Esto signifies que si una relacion es funcion, la relacion inversa no o 

necesariant ente. 


4.3. REPRESENT ACION CARTE SI ANA DE FUNCIONES 

Lo mismo que ias relaciones, las funciones pueden representarse mediante un 
sistema de coordenadas cartesianas en el piano o en el espacio, segiin que el dominio 
sea unidimensional o bidimensional, respectivamente. En el case de representaciones 
planas, el dominio es un subconjunto del eje horizontal, y el codominio. e eje 

vertical. 

Ejemplo 4-2. 

Re presen tac ion cartesiana de la funcion propuesta en 4.2. 


A ={- 1,0 ,1,2} B - { 0 , 1 , 2, 3 > 4 ^ 


i yj(x) = y\= 


j** jt* *m« *» “**1 


a •? 

i 


(- 1 , 1 ) 

• - - - 


( 1 , 1 ) 


( 0 , 0 ) 


1 


2 
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Ejemplo 4-3, 

Sean A = | ~ 2,-”l > 0,l,2^,B=N y /: A N tal clue 


/(x) = |jc| + 1 

resulta/= { (- 2,3) ,(- 1,2) ,(0,1), (1,2) , (2,3)} 

Cada elemento (a , 5) £ / es un punto del piano de coordenadas a y b. La 
representacion cartesiana es 



Ejemplo 4-4, 

Sea / : Z Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1, es 
decir 


f{x) = —x -M 



f 



No es posible representar completamente a /, por ser Z un conjunto infinite, no 
obstante, la representacion de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la 
aplicacion. En este, y en los ejemplos anteriores, el hecho de que cada elemento dal 
dominio tenga una unica imagen en el codominio se traduce en que a una misrna 
abscisa le corresponde una sola ordenada. 


Ejemplo 4-5. 

Sig : R -*R es tal queg (x )=-x + 1 

Su representacion es un subconjunto continuo de R 2 , consistente en una recta del 

Ubl A 

pidiiv- 



Es facil notar que, aunque se mantenga la ley de correspondencia o asignacion, al 
variar ei dominio o el codominio, la funcion cambia, En nuestro casoaunque se 
cum pie fCg. Es conveniente insistir entonces en el hecho de que la caracterizacior de 

una aplicacion se da a traves del dominio, codominio y la ley de asignacion. Eft la 
terminologia clasica, erelemento generico x del dominio se llama variable mdepen ien- 
te, y su imagen y = f(x) es lo que se conoce como variable dependiente. 


Ejemplo 4-6. 

Consideremos A = { 1,2},B* { 1 . 2,3,4 } y la funcion 

/: A 2 -*B 

que asigna a cada elemento del dominio A 2 , la suma de sus componentes, es decir 

f(x, y) = x +>’ 
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a) Podemo; confeceionar una tabla de simple entrada que especifique la imagen de 
cada punto del dominio 


(x , .V) 

f(x ,y)=x +y 

O.l) 

2 

0,2) 

3 

(2,1) 

3 

(2,2) 

4 


El elements 1 de B careee de antecedente o preimagen en A. 

b) Otra represemaeion de las imageries se tiene mediame una tabla de doble entrada 



c) El diagrama de Venn es 



d) La repreientacion cartesiana es en el espaeio, ya que cada elemento del dominio 
determina un punto del piano, y su imagen debe tomarse sobre otro eje. 
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e) La misma funcion puede representarse de la siguiente manera, desconectando el 
dominio del codominio 




Ejemplo 4-7. * 

Sea/: R R defmida por fix) . 

Como cada numero real tiene un cuadrado y solo uno, se cumplen las condicwnes 

de la definicion. El grafico cartesiano es una linea continua de puntos deli plancK 

11amada parabola. Hemos sedalado algunos pares otdenados de f, los que se han umdo 

mediante un trazo continuo. Como el cuadrado de ningun numero real es negative, 

imagenes son reales no negativos. 



Ejemplo 4-8, 

Representacion de / : R Z defmida de la siguiente manera 

1 six<0 

0 si x = 0 


1 si x > 0 



/(*) = 
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Es la liamada funcion “signo de x'\ v su representation consiste en la union de dos 
>emxrectas abiertas (sin origen), con el conjunto cuyo unico eiemento es el origen de 
coordenadas. 

4.4. CLASIFICAQON DE FUNCIONES 

Sea una funcion/: A B 

Si ocurre que elementos distintos del dominio tienen imagenes distintas en el 
codominio, entonces/se llama funcion inyectiva, biumvoca, o uno a uno. 

Por otra parte, si todo eiemento del codominio es imagen de algun eiemento del 
dominio, la funcion se llama sobreyectiva. 

Cuando se presentan ambas situaciones simultaneamente, la funcion se llama 
biyectiva o correspondencia biumvoca. 

i ) Definition X 

f ; A B es inyectiva ** Vx ? V x” € A : x'#x” => f(x f ) /(x”) 

Equivalentemente, mediante la implication contrarreciproca, podemos decir 

/: A B es inyectiva ^ Vjc'V x*’ e A : /(x') =f(x”) =*■ x’ = x ,f 

En la inyeetividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la 
misma imagen. Las funciones estudiadas en los ejemplos 4-1 i ) y 4-1 iii) no son 
inyectivas. Tampoco lo son las correspondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son inyectivas 
las funciones de los ejemplos 4-4 y 4-5. 

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicacion inyectiva no puede 
presentarse ninguna bifurcation de elementos del dominio hacia el codominio. En la 
representation plana cartesians no puede ocurrir que una ordenada corresponds a mas 
de una abscisa. 

ii) Definition / 

* 

/: A B es sobreyectiva <=> V y e B , 3 x € A / v = /(x) 

En el caso de sobreyectividad, el conjunto de las imagenes se identifies con el 
codominio de la funcion. 
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Los ejemplos 4-2 y 4-3 corresponden a funciones no sobreyeetivas. En cambio lo 
son en 4-4 y 4-5. 

Es usual nombrar a las funciones sobreyeetivas con las palabras sobre o 
“suryectiva”, 

ill) Definition X 

/: A -*B es biyectiva o f es inyectiva y / es sobreyectiva. 

Las funciones propuestas en los ejemplos 4-4 y 4-5 son biyectivas. 

Negando el antecedente y consecuente de la doble implicacion se tiene 

/: A -► B no es biyectiva <*> f no es inyectiva o f no 
Ejemplo 4-9, 

Representamos y clasificamos la funcion 

/: N N tal que/ (x) = 2 x 

* 

Esta funcion asigna a cada numero natural su duplo. £1 conjunto de las imagenes es 
el de los numeros naturales pares, y esta incluido en N, como codominio. 

Su representation es un conjunto de putitos aislados del primer cuadrante. 



Vamos a probar la inyeetividad de f. 
Esto signifies que 2 x * = 2 x ** y, 


Sean x’yx” en N tales que /(x ) — f(x )• 
en consecuencia, x’ = x" De modo que / es 


inyectiva o 1 — 1 (uno a uno). 

Ademas / no es sobreyectiva. pues los elementos del codominio que son impar s 


carecen de antecedente en N. Results que/no es biyectiva. 
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Ejemplo 4*10 . 

Consideremos ahora el conjunto P de los numeros naturales pares, y 

/: N -> P tal que f(x) = 2x 

La ley de asignacion es la misma que en 4-8, pero el codominio se ha “re string id o” a 
los naturales pares,La inyectividad se mantiene y probamos la sobreyectividad. 

Hay que determinar si para todoye P existe x en N tal que /(x) - v. Esto significa 
que debe ser, deacuerdo con la definicion de/, 

2x ~ v 

n> 

V 

Resulta x - ~~ e N, pues ia rmtad de un numero natural par e$ un numero natural. 

«•# 

De modo que VyeP, 3 x = -=5~ tal que/(x) = f = 2 • -4 =>'. 

Siendo/ inyectiva y sobreyectiva resuita biyectiva. 

Ejemplo 4*11. 

Sean A = ( 1,2,3/ y B = < 1 , 2 } 

% * L x 

Definimos /: P (A) (B) mediante /(X) ™ X n B 

Es deck, la intagen de todo subconjunto de A es su interseccion con B. 

El siguiente diagrams nos muestra que / es sobreyectiva, pero no inyectiva. 



Ejemplo 4*12. 


Se lanza una moneda tres veces. Los posibles* resultados de este experiment© 
aleatorio son todas las temas formadas por “caras” y “sellos”, o bien por "unos” y 
“ceros”, y son los siguientes: 


a-{( i.u). (i,i,o), (i,o;i).( 0 , 1 . 1 ), ( 1 , 0 . 0 ), (0.1.0) ,(6,0,1), (o,o,o)} 
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> 

El conjunto A de tales elementos, se llama espacio muestral asociado al. 

Definimos ahora la funcion de A en R, que asigna a cada element© la diferencia 
entre el numero de caras y el numero de sellos. Damos la siguiente representacion de / 


(0,0,1) 


t 




•=“■ 9 “ 


, 1 , 1 ) 


fo.i.o ! 


( 0 , 0 , 0 )^^. 4 --., 00 , 1 , 0 ) 



I x 


(i ,o,o)U--- <a.U 0 ) 


f no es inyectiva ni sobreyectiva. 


Ejemplo 4*13. 

Sea/: R-*R definida por/(x) = x 3 . 

i )/es 1-1. En efecto, sean x t y x 2 en R tales que/(x, 

x 3 = x\. Por pasaje de terminus 


) = /(x 2 ) es decir 


x, -x 2 


factorizando la diferencia de cubos 


X-, ) tx 


=* X 


O bien 


x 2 


* +X| X 2 + *1 = 0 


La relacion que vincula ax, conx 2 esta dada por 


Xt — 


“X 2 ± y/x\ — 4 x\ 


x t 


*3 x 
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1 ' * 

I I *ir 


Es dec ir 


*i 


+ -V3 
2 2 - 


*2 


(1) 


Si x 2 ~ G entonces *i = Oy resultax t = x 2 

Estos son los unicos valores reales que satisfacen (1) y, en consecuencia, / es 
inyectiva. ^ 

ii) / es sobreyectiva, pues 

V v e R . 9 A' = %/y tal que 


/w-/(yy) = cV7)^^ 

Ocurre entonces que/ es biyectiva. 

Ejrmplo 4-14. 

Sea /; R -*R : tal que/(r) = {/, — f). 

Si en R : consideramos ejes x e v. de acuerdo con la definicion, se tiene 


V J 


que corresponde a un sistema de ecuaciones parametricas de una linea del piano xv. 
Lliminando el parametro t resulta r = - x . que es la ecuacion de la segunda bisectriz, 

v fr (R 2 


—Q I-'JT 


Es claramente una funcion inyectiva, pero no sobreyectiva 


4.5. FUNCIONES ESPECIALES 


4.5.1, Funcion constante 

La funcion / : A B. que asigna a todos los elementos del dominio el elemento 

h e B, se llama constante. 

Esta definida por /( x) = b para todo x e A 
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Se tiene ( \ \ 

/=|(x,&)/xeA) 

A menos que A sea unitario, la funcion constante no es inyectiva, y es sobreyectiva 
solo si B se reduce a un unico elemento. 

4.5.2. Funcion identidad 

Identidad en A es la aplicacion 

i A : A A tal que i A (x) = x 

La identidad en A es entonces la funcion que asigna a cada elemento de A el mismo 

elemento, es deck, deja invariantes a los objetos de A. 

A cada conjunto le corresponde una ftincton tdenudad. y a veces en luga 

denotarla mediants se utiliza el sunbolo 1 a* 

Se tiene 

i A ={(A y x) ! x € A j> 

Es deck, la identidad en A es la diagonal de A\ Es facS veto que como 
relaeion. es reflexiva, simetrica y transitiva, o sea de equivalency “ A * 
antisimetrica, y en consecuencia de orden amplw. La unci a 

biyectiva. 

4.5,3. Funcion proyeccion 

Consideremos A X B. y las funciones 

Pj : A X B A 

P 2 : A X B B definidas por 

Pj (a yb)~a y ( fl **0 = ^ 

Tales funciones se llaman printers y segunda proyeccion del P^“^ artes,an °' >' 
asignan a cada par ordenado la primera y segunda components respect.vamente. 

En un grafico cartesian® se tiene 



A * a = Pi \a,b) 






WL-* 1 - 
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4.5.4. Funcion canonica 

%. * 

Sea ~ una relacion de equivalencia definida en 'el conjunto no vaeio A. Por el 
teorema fandamental de las relaciones de equivalencia queda determinado el conjunto 

cociente “ . cuyos elementosson las clases de equivalencia. 

Defmicior 

Ap l ea cion canonica esla funcion 

A 

* • A - 

que asigna a cad a elemento de A, su clase de equivalencia. es decir. tal que 

<pix I ~ K x 

Dos elementos equivalentes pertenecen a la misma clase y en consecuencia adniiten 
la misma imagen. es decir, la aplicacion canonica no es inyecliva, salvo en el caso de 
dases unitarias. For otra parte, como eada clase es no vacia, ocurre que siempre es 

sobreyectiva, es decir 

v K„ e — . 3 *eA ' <£(.*) = K u 


Vale la siguiente proposicion 


a - b o &(a) = \p{b) 


La funcion canonica en el caso de la congruencia modulo 3 definida en Z es 
$ : Z Z 3 tal que £{x} = K u . siendo u el resto de la division de x por 3. 

Ejempto 4-15. 

En R 2 consideramos la relacion definida por 

{a, b)~~{a\ b *) a =a’ 

Es de:ir, dos pares ordenados de reales estan relacionados si y solo si tienen la 
misma primers components. Puede verifiearse tacilmente que la relacion es de 
equtvakreia. y d proposito consists en caracterizar la aplicacion canonica. Las clases 


** .-**1 % I, v* K ■;> I "*> * > flf 

cuulvcicsi^ ta sun u 


ei npc 


k<o ^={( x -y^ x 


y estan representadas por paralelas a! eje de ordenadas. Para definir el conjunto 
cociente necesitamos un conjunto de indices, y al eiegir un unico elemento en cada 

clase, lo ;omamos sobre el eje de abscisas, de modo que 

* 

■¥ = {K (K , 0 ) /ueR} ' 
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R“ 

Entonces la funcion canonica es <p : R 2 ~ tal que 

{p(a , b) = K( Uf o> & i u “ a 

4.6. COMPOSICION DE FUNCIONES 

Bajo ciertas condictones es posible definir, a partir de dos funciones /y g, una nueva 


funcion. llamada la compuesta de aquellas. 



i j nrimera con el dominio de la segunda. Si bien 

donde coinciden el codommio d P ' el cod ominio de la primera sea 

consideramos este caso mas usual, es suucici . 

dc ^sunds^ £& decir, B — * .~ v 

pane uci Ownu»w ~ a , am . ntn a~ a un unico etemenxo ud, > ^ 

N»«™ ‘ ilt„ T“In * . e A pot /', y a 

camino natural consiste en determmar la imagen 
continuacion obtener la imagen de / 00 € , por 


Definition v * 


Composicion de las funciones 


f -. x — B v 2 i B € es la funcion § - j 


u* fnxi U t.vti v* iA 

■■ 


fii' ^ -' A 

V Ha* * W 


El simbolo U /" denoia la * * 

con g. Puede teerse "} compuesta con g , o g ^erit / 


n # {,.:.3}. i.-{..■*•■ ■'• d V -{*• r >“ f “” c “ s f ' ^ By 

g : B -*C defmidas asi 
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V 

/={a,a),(2,f»),(3,d)} 
g—((a, 5) , (b , 5) ,(c , 5), (d , 6)} 

Resulta 

g ®/={(l . 5). (2,5) ,(3,6)} 

El diagrama correspondiente es 

B C 


Debe notarse que no coexisten g © / y / o g* ya que en este caso el codominio deg 
es C y el dominio de f es A. Ambas coxnposiciones existen si C C A. 

Ejemplo 4-17, 

Sean ahora las funciones 

/: R -> R taique f(x)~ 2x 
g: R-*R taique g(x) = x 2 

Entonces 

i } g of: R-+R esta definida por 

Uo/)W^[/W]=?(^)= (2x) 2 = 4x 2 

1 >' 

ii) f q g : R^R esta definida por 

(/ og)(x)=f\g(x)]=f (x 2 ) =2 x 1 

Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son 
distintas, por diferir en la ley de asignacion. 

Definition x 

Dos funciones f : A -> B y g : A -+ B son iguales si y solo si para todo x de A se 
verifica f(x)—g (x). 

Con relacion al ejemplo se tiene: go fog. 

t 
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4.6.2. Asociatividad de la composition 

Sean/: A~>B ,g: B-^Cy/i : C->D. 

Entonces se verifica 

(hog)of~ho (g o f) 

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad. 
Interpretamos la situation en el siguiente diagrama 


g°f 



fix) 



gim) 



.. ^ 

* h{g{fix)]) 


hog 


Con relacion al primer miembro se tiene 

/: A-*B 

h o g : B -*D J 
Para el segundo miembro es 


(h o g)o f: A 


gof : A~*C 


h : C -+D 


=> h v (g ° f ) A 


Siendo (h o g) o fy h o (g of) dos aplicaciones con el mismo dominio y codominio, 
para probar la igualdad, de acuerdo con la definicion expuesta en 4.6.1., hay que 
verificar la igualdad de*imagenes para todo eiemento de A, dadas por dichas funciones. 
Sea x e A; apiicando reiteradamente la definicion de composicion 


(hog)o /j(x) = (h ° g)Cf(x)J= h Ig [/(X)]} 


( 1 ) 


Por otra parte 


x. 

ho (gofjj(x) = h(jgo f) (x)J= h [/(*)]} 


(2) 


De (1) y (2) se deduce 


- 

((ft«g) ° f)(x) =(* ° (s ° 0)(x) V X e A 
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Y por definicion de igualdad de funciones resulta 

[hog)of=he {gof ) 

4.6.3, Composicion de funciones inyectivas 

Si/ • A ^B y g: B son inyectivas, entonces g o /: A ->-C es inyectiva. _ 

De acuerdo con la definicion de inyectividad 4.4. i ) debemos probar que wyx 
son elementos de A que tienen la misma imagen par g = /. entonces.v x . 


o / } ( X 


) = ig e 


For definicion de composicion 




Por serg inyectiva resulta 


/(*')-/(*”) 


ya que estos elementos de B tienen ia misma imagen porg. Y por ser/ inyectiva: 


X* = x” 


Queda probado, asi\ que la composicion de funciones inyectivas es inyectiva. 


4,6.4. Composicion de funciones sobreyectivas 

$\f: A B y g - B C son sobreyectivas, entonces gof. A- 
Seaun 4.4. ii ) hay que probar que para todo z e C 

(g O /) (x) = 2. 

Por serg: B -»-C sobreyectiva, 

VzeC,3yeB/g(y) = 2 

Ahora bien. dadoy e B, por ser/: A -*-B sobreyectiva, 


•C es sobreyectiva. 
existe x € A tal que 


3*€ A !fix)-y 


Dt a cut se deduce que 

* 


Ii or 


Entonces. dado cualquier 1 € C, 3 x € A tal que (g . /) (x) - z. de acuerdo con la 

definicion de composicion. ’ , 

En consecuencia. la composicion de funciones sobreyectivas es sobreyectiva. 

■m* 

4.6.5. Composicion de funciones biyectivas 

* 

Si f . A -+ B y g : B -* C son biyectivas, entonces la composicion gof: A -*■ C 
esbiyectiva. 

Este enunciado es una consecuencia de 4.6,3. y 4.6. . 


I 




funciones inverses 
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Bjempio +l 8 composicion de dos aplicaciones inyectivas es 

En 4.6.3. se ha demostraao que *' . da f unc i6n. pero si la 

•nvprtiva La inyectividad de la composicion n p f-A-^Cesl—l 

5n«>. & tta*. ■* f ^-> B 1 s ; B C “ “ ta *" '' * 

a' tales que/■>-/<*">. »«»*> U taagen de este elemento d. 

B por g, se tiene 

ya que cada elemento del dominio B tiene imagen unica en C, por definicion de 
fancion. Pot definicion de composicion 


funcion, i'or uetimeion ae composicion 

(go/)(*’) = (*<-/)(■*”> 

y por ser g o / inyectiva, resulta *’ = *”• 

rZ^rS'eue. — ,« » U —*■ *• 

aplicaciones es sobreyectiva, entonces la segunda es sobreyectiva. 


dos 


4 . 7 . FUNCIONES INVERSAS 


Tod, funcion f : A B es una cel***; «be 

»“ E " *!‘ "JT? ", Ts 4 y / ■*-*» “ ‘ *’' 

donde A«{-I.0,l,2).B-(0,l,2.3,4jy/. a 

esdecir , ^ , v \ 

_ f/— i i \ in ns, (1. n, (2.4) ? 

La inversa de esta relacion es el subconjunto de B X A: 


{(1,-1).(0.0). (1.1), (4.2)} 


S.« *»»»» V '» 

v 3 del eventual dommio carecen de imagen ^ - ^ A 

n* 


at H 


■s 


£jj en cambio cl siguients ceso A 


j) I ^ 


J ’ 


f v i 

< a . n v c f y 


f— f { 1 . a) . (2 , c) . (3,*)) una funcion de A en B. La relacion inversa es 


£ = {(a, !),(£> ,3),(c,2)} 


r •' j. o \ Hamada funcion inversa de/ La composicion 
es claramente una funcion de B en A, Uamaaa tunci 


g o /= {( 1 , 1) , (2 ,2) , (3 ,3) j — *a 


S 


1 ft*?!' 
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f ° g — {(a ,a),(b,b),(c, c)} = f B 


Definition /( 

La funcion/: A -> R admite in versa si y solo si existe g : B -> A tal que go f 

Y f ° ~ 


'A 


Ejemplo 4-19, 

La funcion / : R -> R definida por / (a:) — x + 2 admite inversa g : R tal que 
g (x) = x — 2, pues 

& ^ /) (•*) = £ [/(*)] = ^ (x 4- 2) = x + 2 - 2 = x = j R (x) 

f f -■ =: fTer 1 ~ /Yv — TV ~ ; “> — \ 

\ ' / > to \r - y i # v* •*/ * v *• j ** ^ 4jj f 

las detaiiciones de composicion, de f de g y de identidad Por igualdad de 
tuneiones resulta 

, R y fog= in 

La rep resen tacion cartesiana de dos funciones inverses conduce a grafieos simetricos 
res pec to de la primera bisectriz: 



La funcion / es biyectiva, como puede probarse facilmente, y este hecho es 
neeesario y suficiente para que admita inversa. 

4.7,2, Propiedad 

Una funcion admite inversa si y solo si es biyectiva. 

I) Si una funcion admite inversa, entonces es biyectiva. 


frrrii'fi >m TIT HiifTT" t rrirt jl ir ti IfufrlLl) Qtlf- 1 --|—r- —~ C T~T -- -'I 'T|f 7 
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Hipotesis)/: A B es tal que existe g : B ->A siendo g°f~i A y f°g~ / B 
Tesis) /es biyectiva. 

Demostracion) 

a) Vemos primero la inyectividad de f 

Sean x' y x”on A tales que/(x') La imagen de este elemento de B porg es 

*[/{*')]=*l/(*”)l 

Por deflnicion de composicion, esto se traduce en 

(gof) (x *) ~ (go /) (x”) 
y siendo por hipotesis# o / = / A , se liene 

Es deck; x’ = x*\ lo que demuestra que/es 1 — 1 

b) Demostramos ahora que/es sobreyectiva' 

De acuerdo con la deflnicion, debemos probar la verdad de la proposicion siguiente 

VyeB , 3 x e A / /(x) =y 

Sea entonces cualquier elemento y e B; por defimcion de identidad en B se tiene 

y — ( J) > y como por hipotesis i B —fog 

se tiene 

>’ = (/=>£) 00 

Por deflnicion de composicion 

y =f\g(y)] 

Es deck, a expensas de y € B, hemos determinado x = g (y) en A, tal que/(x) = y 
Siendo /inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva. 

II) Si una funcion es&iyectiva, entonces admite inversa. 

Hipotesis) /: A -*B es biyectiva. 

Tesis) 3 g : B -* A tal que g * /= i A y /° g = / B * 

Demostracion) Necesitamos proceder en tres etapas. 

a) Primero se trata de definir una funcion g : B A, de modo que se verifiquen las 
restantes pioposiciones de la teas. 

En este sentido, definimos 

g : B -*A mediante g (y ) — x si jtx) -y (0 

Tenemos que ver que (1) satisface la deflnicion de funcion. En efecto: 

i ) Todo elemento y del dominio B tiene un eorrespondiente x en A, ya que, por 
ser/sobreyectiva, todoy € B proviene de algun x e A. 


J 
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ii) El corrcspondiente x asociado ay es unico, por ser/myectiva. 

Enefecto, /, y *' k. **«•* 

x x * ft f(x) = / CO ^ >’» 1° < 4 ue es absurdo por la inyectividad de /. 

’ *:**.p»>«„«»*-*-***-<*» ■» 

definicion de identidad en A 

(g = f ) (X) = * 1/Wl = & t.V) = * = *A GO 




funciones iguales 


go/=i A 

cl Finalmente. demostramos que /o g ~ *b* _ . .. 

Como /= g : B -*• B. para todo y e B, tenemos, por defimcion de composicion, po 

(1) y por identidad en B 

(/ 3 g) (y ) = J [g (>0] “ f (.*) ~y ~ £ b O') 


Es deeir 


fog — * B 


4,7.3. Consecuencia 

Si / : A -> B es biyectiva, entonces la funcion g : B - A a que se refiere el teorema 

anterior es unica y, ademas, biyectiva. , . , d 1 ^ 

Si existieran dos funciones g y g' que cumplieran las condiciones de 4.7... U) 

tendria 

g’ = g’oi B =g’^{fog) = (g , '>f) = g=‘A a g-S 


por ser f B neutro a derecha e iguala/og. por asociatividad de la composicion, por ser 
*•=>/ = i *. v porque i A es neutro a izquierda. En consecuencia g es unica. 

Per otra parte, de acuerdo con 4.7.2. I) se tiene esta situacion. g ! 


£ ■* '1 




^ ? C3J* '*• ^ 


E . v ,3 -r r» •»*-“ X . . f T QT '*• » 

. sieauu j - $ - *ti J * 

^ yr 

♦* * *'fl _. E . a .«>• »w» r* *-* *g 1% # % X 42#"* 

I *=2 jS*7| fTU^ a IS £$ | V ^ V # t 

L *1 *■«****•*» ’ • ' • ~ 


A . En consecuencia, £ e$ 



Ejempto 4-26. 

Se trata de probar 


/: R -*■(— 1,1) definida por 


iva, 


■f, « f .- 3 , .• • *• ..?**. , 5 *v 1 V*s r ‘ 

d 0 r y se deuuui cua «•» wi«owiv / 


/(*) 


1 +|xl 


admite inversa. 


De acuerdo cor el teorema anterior es suficiente probar que/es biyect '^ . , 

Previamente, uecesitamos precisar algunos conceptos relatives a la funuon 

absoluto, y su conexion con la funcion signo. 


funciones in vers as 
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i ) Funcion valor absoluto es la aphcacion 


| | : R 


definida por 


\x\ 


( siendo Rj = R + U {o}) 

f x si x ^ 0 
| —x ri x *£ 0 


ut e en el par de bisectrices del primero y segundo 
representacion cartesiana c . . ; nerono inyectiva 

i j funcion valor absoluto es so~- „ * r 



F uncion 


signo ac a ia 


sg(x ) 


sg K -.Z definida por 

f 1 si x>0 

0 si x = 0 

'. ... i si v < 0 


< , \ 
\ / ' 


i* . 2* - P tPlIlUlO 


£ sia f U ncion ya tue giaiwv<*«" 

^ yr. t wo mi<> sea el numero real x, se cumpte 
iii) Cualquiera que sea ei nui 


\xl = x . sg (x) 

„ q „. - fac. de ^c. - — “ d '“ Ci ”“ # 

absoluto y de signo de x. 

Retomamos nuestro proposito inicial: 
a) /es inyectiva. 
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Sean x ' y x ” en A, tales que 


/(*')=/(*") 

, 4 

X X 

1+1*1 “ 1 +|x’l 


con sg(x r ) = sg(x”) 


x’ + x’ [x’1 -x” + x” |x1 y sg (x’) = sg(x”) 


h # in r*m. 44. 4# ► S &\ gat. , * «V 

x x , x sg {X ) — x t x . x sg \x ) ror mj 


X* = x” 


O sea: fe s 1 — 1. 
b) /es sobrevectiva. 

Sea >* e {— 1 ,1). Si 3 x e R If (pc) 


~ y t entonces debe ser 


1 + W 


= y con sg (x) ~ sg (y) 


O) 


Operando 


x ~y Ixj 

x =y +jx^(x) 
* 

x=y+x s y^(y) 

4 ' 

x-x>»sg(7)=j 

4 

*0 - \y\)=y 

r 

^ * 


Por(l) 

Por iii) 

Por(I) 

Por trasposicion 
Por distributividad y iii) 


x = 


\y\ 


Pues 1 — \y\ > 0 ya que \y\ < 1 


Es decir 


V.y e(— 1 , 1) , 3 x = 


\y\ 


FUNCIONES 1NVERSAS 
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tal que 


m=f (7 


Ivl 


1 + 


y 

1 —jyl 

y 

1 — lj'l 


1 + 


_y _ 

l-lyl 

lj'l 


1 - \y\ + Lvl 


=y 


1 -i^l 


Esto prueba que / es sobreyectiva. 

Por a) y b) resulta que f es biyectiva y en consecuencia admite inverse. La invetsa 

f~ l : (—1 , 1)-+R tal que 


/-* (x) - 


1-W' 


c) Verificamos que go f— 'a 
En efecto 

VxcR: (s°/)(x) = ,?l/(x)3 = 


1 + lx! 


1 +|x| 


= X = Ir <X> 


1- 


1 4- jxi 


d) Ademas,'/o g = 

Pues 


xei ( _,,i)=» (/•o^)(x)=/k(x)l= 


-'Ct 


Ixl 


\ 

) - 


1-W 




1 + 


lx| 


'(- 1 , 1 ) (?) 


Ejemplo 4-21. 

La funcion /: A -»■ B es inyectiva si y solo si existe g: B -* A tal.que £°/='a 

I) Hipotesis) f: A ->■ B es 1—1. 

Tesis) 3 g : B-* A tal que£o/= i A . 

Demostradon) La funcion / no es necesariamente sobreyectiva, de modo que 
eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen en el domimo. 
ayudamos con el siguiente diagrama 
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•> a mediante la siguiente asignacion 


x si fix) 


z % ? 


i 

giy ) - \ {Cualquier eiemento fijo de A) si no 

exists x € A tal que j{x) — v, 

De este modo, todo eiemento de B tiene un correspondiente en A, y ademas es 

unico, por ser/inyectiva. ....... 

Ahota bien, utilizando las defimciones de composicion, de g. y de identidad en 

A, se tiene. cualquiera que sea x e A 

(g o /) (X) = g [/(-*)] = g O') = * = 'A <*) 

y por definition de funciones iguales resulta 

g o f~ t*A 

II) Hipotesis) / : A -*■ B es tal que existe g : B -*■ A de modo que g o / = i A 

Tesis) /es inyeetiva. _ . ... 

Demostracion) Sean x* y x ft en A tales que / (.t ) ~ / l* )• 

Entonces: 1/ *)1 ” ^ lf( x )1 „ t 

Por definition de composition: (g o /)(*’) = (£ ° f) {* )• 

Por hipotesis: / A (x ) = (x ). 

Esto implica x* = x” y en consecuencia / es 1-1. 


e IV 


:nes D! 


DEI DOMINIC 


* V# J? * * 


an j 


V i 


inn age ties 


ft 


elementos de A determinan un subconjunto de Y, Uamado imagen de A por /. 



/(A) 


r 


PROPIEDADES DE LAS IMAGINES 
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Definicion 

Imagen del subconjunto A C X es el conjunto cuyos elementos son las 
imagenes de los elementos de A. 

En sfmbolos 


0 bien 


/(A) = {/(x)/*eA 


/(A) = { y e YI 3 x e A a f(x) = y } 


El simbolo j (A) se lee "imagen de A - 
De acuerdo con la definicion 

yefi A) 3 *eA/> ==/(*) 

En particular, si A = X, entonces / (X) se -llama imagen del dominio por / o 

directamente imagen de f Ademas* /MO - 0* ^ 

Se tiene obviamente que/es sobreyectiva si y solo si/(X) — Y. 

4,8,2. Propiedades de la imagen 

Sean /: X-^Yy AyB subconjuntos del dominio. 

a) Si un subconjunto del dominio es parte de otro, entonces la misma relacion vale 
para sus imagenes. 

Es deck, si /: X -Y , A C X , B C X y A C B, entonces es/(A) C /(B). 

En efecto, sea ; 


z ef (A) 

g xeMf(x ) 

*■ 

IxeB! f(x) 


Por definicion de imagen 


Por ser A B 


ze ft B ) 


cior 


m de imagen 


b) La imagen de ia union de dos subconjuntos del 
sus imagenes. 

Hipotesis) /: X Y 

A C X y B C X 


dominio. es igual a la union de 


9 


Tesis) / (A U B)= / (A) U / (B) 
Demostracion) 
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Probamos ia doble inclusion. 

: ’)Sea 

ze/(AUB) 

3xeAUB I f(x)-z 

11 

3xl(x€k v x e B) a f(x) — z 

11 

*• (3.x / x e A a /(x) = z) v ( 3 x/xeB a /t*) = z) 

11 

ze/(A) v z e/(B) 

11 

z€/(A)U/(B) 

Es decir 

/(AUB)C/(A)U/(B) (!) 

2°) Usando propiedades de la inclusion y a) 

■ *i T 

-si 

ACAUB => / (A) C / (A U B) \ ^ 

BCAUB =»/(B)C/(AUB) / 

k> 

=> /(A) U/(B) C /(A U B) (2) 

De(l)y (2) resulta 

/(AUB)=AA)U/(B) 

cl La imagen de la interseccion de dos subconjuntos del dominio esta incluida en la 
ir.terseccion de sus imageries. 

Se trata de ver que si /: X Y, A C XyBC X, entonces 

/(A n b) c/(A) n/(B) 


preimagenes 
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En efecto, sea 


z e/(A H B) 

* 

^ 3x 6 A H B//C*0 ^ 

(3xe A//(x) = z) a (3xeB//(x) 

11 

ze/(A) a ze/(B) 

11 

J? i k\ f (Vl\ 

2 e / \^/ 


Entonces 


/(AnB)c/(A)n/(B) 


El siguiente ejemplo prueba q ue no es 
Sean / : Z ->N definida por 


valida la inclusion en el otto sentido. 


/(*) = * 


y los subconjuntos de Z 


= (-2,-3,4}yB={2,3,4,5) 


Se tiene A n B — A 4 j y 


/(A OB) 


/(A)n/(B) = {4,9,16} H (4,9,16,25} (4,9,16 


Resulta 


/(AOB) C /(A)n/(B). 

tF 


IN VERS AS DE SUBCONJUNTOS 


49 1 Concepto 

, i v Un oroblema de interes consiue en 

Sean / : X -*• Y y A una parte del codoirumo . JL ecen a a. Tales elementos 

determinar los elementos del domimo cuya *™ ag ^^agen de A por f - 
forman un subconjunto de X, Uamado unagen mvena preim 
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Definition 

imagen iiversa o preimagen del subconjunto A C Y, es e! conjunto de !os 
elementosdel domiriio cuyas imagenes perteneeen a A. 

La notacidn para indicar la preimagen de A por / es f x (A) y no debe entenderse 
que se indica lafuncion inversa, la cual puede no existir, ya que nada se prefija acerca 

de/ 

En simbolos 


f~ l (A) == e X / / (x) € A J 


Es claro que 


xef' 1 (A) (x)e A 


Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A si y solo si su 
imagen pertenece a A. 


Ejemplo 4-22. 

Sea /: R definida por f(x) = x 2 . 

Determinaruos las preimagenes de los siguientes subconjuntos del codominio 


i -'•»? 


£ *. * i 


i i \ i 


* ^ ^ 




i ) / 1 (— q° , ~ 1 ] = <j x 6 R / / (*) e (; 


Ahora bien 


/(x) €(— 00 1] ** X 2 < 1 


o x e<p 


Resulta 


f~\ ^ oo 5 l]-0 
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ii) En el segundo caso 


xef 1 (-1 . 1] 

♦ 

/ (x) e (— 1,1] 

♦ 

x 5 e(— 1 ,1] 


x 2 <1 
♦ 

|x| 2 < 1 
* 

- 1 < X < 1 

ft 

x € I— 1 . 51 


Por definicion de preimagen 

e 

Por definicion de f 


Pues x J > - i . v * 

Porque x 2 = lxi‘ 

Por ser 1*1 < 1 

Por definicion de intervalo cerrado 


Entonces / 1 ( 1 > U t 1 > 0 


iii) Se tiene 


x e/“ (- 1.0 


/(x) e (- 1.0 
ft 

e (- 1,1) 

ft 


lx I <- 


-1 <x< 1 
it 

xe(" 1.1) 


Luego r‘ (-1,0 = (-1.D 



FUNCIONES 


iv) Finalmente 


xef~' [4,9] 

if 

fix) e [4,9] 

♦ 

x 1 e [4,9] 

if 

4<x 2 <9 
0 

x 2 > 4 a x 2 < 9 


Emonces 


lx\ >2 a ]x\ < 3 

x e [— 3 , — 2] v or € [2 ,3] 

♦ 

xeh3 f -2]U[2,3] 
r' [4.91-1-3 ,-2]U[2,3] 


4.9.2 Propiedades de la preimagen 

Sean /: X Y y los subconjuntos AC Y,BC Y 

a) La preimagen de la union es igual a la union de las preimagenes. * 


A (A) 


n (b> 


Se Data de probar que f 1 (AUB)=/ _i (A) U/(B) 

Ltilizamos sueesivamente las defmiciones de preimagen, de union y de preimagen: 

i. X ef~ l (A U B) o f{x) eAUB» 

¥■ ^ 

*>f(x)e A v /(x)eB 

xef~ x (A) v .ve/’ 1 (B) '*> 
xer 1 (A) U/ - ' m 
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b) La preimagen de la intersection es igual a la intersection de las preimagenes, es 
decir 

r 1 (A n B) =/ _1 (A )n/" 1 (B) 


Razonando analogamente, se tiene 

Xe/" 1 (An b) « f(x)4 AnB 

<*f{x)e A a /(x)eB 

A) a xe/’ 1 (B) » 
x e/” 1 (A) n/“ ! (B) 


e) La imagen inversa del comp feme nto de un subconjunto 


del codomiiiio es igual al 


complemento de su preimagen 


r* (a c )= ir* (A>r 

En efecto ’ * 

xef~' (A c ) f(x)e A c <*/(x)tf A •» /> , 4 

—■ ~ [/(x)e A] o ~ [x e/' 1 (A)] <*■. 

A 

<*■ x €/"* (A> x et/" 1 (A)] c 


Ejemplo 4-23 . 

El conjunto £2 consiste en los posibles resuitados que se obtienen al lanzar una 
moneda* es decir 

n= l c ’ 5 } 

Se define /: S2-»-R mediante 

/(c) = 1 

f(s) = 0 

# 

En un diagrama, ta situacion es 


S2 
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Determinar f~ l (— 00 ,x] , V x e R 
Per definicion de preimagen 


Entonces 


/ 1 w, x] e fi//(w)<x 


S ~ 1 


CO Y 


si x < 0 


<x< I 


[ (c , s) si I < x 


Ejemplo 4-24, 

Sea una apiieacion 


Demostrar 


/: A-*R 


V x € R : U f (— 03 , x 

n = i 


~n 


Para cada jc e R, el primer miembro denota la union de una sucesion de conjuntos 
del dominio A. cuya identificacion con la preimagen de (— 00 , x ) debemos probar. 

OO 

i ) Sea we U x - 2’"] 

n = 1 

Por definicion de union, 3 m e N tal que 


we/” 1 (—<*>,* — 2 m ] 


Por definicion de preimagen 


/(w)<x —2 




Y como 


0 ) 


A ^ 0 

V ^ Sm 


Suntan 


i i % i 

I .1 * 


x 


es decir: /(w)e (— 00 , x), 
y por definicion de preimagen results 


we/' 1 (— 00 , x) 


Luego 


U r x (~ 00 , x “ 2' n ] C/" 1 (— ®°,x) 

n = 1 


(3) 
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ii) Sea ahora 


wef 


Por definicion de preimagen 


/(w) < x 


Es decir: x-f(w)> 0 

Y siendox — / (w) un numero real positive existe m e N tal que 

x -f(w) > 2~ m 


ir'tnn Hi* fprmi 1 


f(w)<X 


O sea 


^ -* -rn 


3 m e N //(w) e (— 00 , x 


-m 


Y por definicion de preimagen 


imeN/we/' 1 {— °°,x 


Por definicion de union resulta 


n ~ 1 


Es decir 




we U f' (-°°,x — 2' n ] 


/-»(—oo jX )C u / _1 (— M .X- 2 -n ] 


fl “ 


Las inclusiones (3) y (4) demuestran la igualdad propuesta. 


(4) 


4.10. RESTRICCION Y EXTENSION DE UNA FUNCION 

Sean f : X ~»Y y A un subconjunto de X. Definimos la funciong : A -*Y mediante 
la asignacion g (x) = /lx) cualquiera que sea x € A. Decimos que g es la restriccion de la 

apiieacion / al subcon junto A. y la denotamos g “ / i A. 

Si g es la restnccion de / al subconjunto A, entonces/ : X Y es una extension u e 

la funcion g sob re el conjunto X. Es claro que la restriccion de /:X-^Y ai 
subconjunto A es unica; mientras que, dada una funcion g : A -*Y, esta admite mas de 
una extension sobre el conjunto X que contiene a A. En efecto, sig. A —* Y y A - , 

entonces podemos definir una extension de g al conjunto X, de la siguiente manera, sea 

y Q un elemento cualquiera de Y; definimos: 

f g (or) si x € A 

/:X^Y mediante /(x) = C 

y Q si x € X — A 

k 


c; 
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TRABAJO PRACTICO IV 


1 ’ 3 


4-26. Siendo A 


— i 


4-27. 


4-25. Dados A = { 1,2,3) y B = | 0 , 1 ,2,3,8) definir por extension la 

funcion f\ A-^B, que asigna a cada elemento del dominio su cuadrado 
disminuido en I. Representar y elasificar f 

4-26. Siendo A = (-2,-1 ,1,3} representar y dasificar la aplicacion/ A-> Z. 
tai que la imagen de cada elemento de A e$ el resto de su division por 3. 

4-27. Por defmicidn, parte enters de un numero real x es el mayor entero que no 
supera a x, Si e es la parte entera de x se verifica 

e < x < e + 1 

Para denotar la pane entera de! numero real x„ se usan las notaciones ent (x) o 

M* 

Estudiar, representar y elasificar la funcion / : R~*Z, definida por 

/ (x) = ent (x) 

4-28. Representar y elasificar la funcion mantisa, que se denota por 

mant: R R 

y se define medknte mant (x) = x — ent (x) 

4-29. Representar y elasificar las siguientes funciones: 
i ) /: R -* R tal que f (x) = x - 1 


ii) /:. R -* [ K °°) tal que f (x) —x* 4* 1 

x — 1 

iii) /: Z -► Q definida por f (x) =-^— 

. 4-30 . Sean A={l,2,3^yB=^2,3) 

Representar y elasificar/: A X B -»Z definida por 

f(a ,b) = 3a-b 

4-Jl. Dados A = { 1 , 2,3} y B= { 1 ,2 , 3 ,4 } definir por una tabla y elasificar 

/: P (A) -> P (B) tai que /(X) = B — X 


4 
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4-32. Definir aplicaciones no constantes, con los dominios y codomimos que se 

indican: 

i ) / : Q->Z 

ii ) g : Z-*N (que seabiyectiva) 
iii) h : R -> |o , 1) 

4-33. Sean / : Z -*• N definida por / (r) = t 1 , y los subconjuntos del dominie 
A = ( — 1 , — 2 , — 3, 4 } y B=(l,2,3,4}. 

Verificar las propiedades de la imagen. 

4-34. Se considera la funcion /: R l -*■ R tal que f(x. y) - y. _ ^ 

Dar dcs subconjuntos A y B del dominio, tales que B C A y /(A B) 

*/(A)~/(B) 

4-35. Proponer dos conjuntos X e Y, una parte ACXy una funcion / - X Y tales 
que 

i ) /(X- A)CY-/(A) 

ii) Y“/(A)C/(X 4) 

iii) /(X — A) [Y — / (A)] = 4> 

4-36. Sea /: R - R definida pot / (x) = * 2 + 1. Determinar las preimagenes de los 
siguientes subconjuntos del codominio: 

[ - 1 , 1 ) ,( — ,[ 0.3 J ,{ 0,3),[1,10] 

4-37. Sea/: X ->Y. Demostrar la equivalence de las siguientes proposiciones. 

a) / es ihyectiva. 

b) V A , A C X ■=»•/'* [/(A)] = A 
4-38. Las funciones/: Z ->Q y g : Q -*Z son tales que 

. /(x)=-^-+1 y ff(x) = ent(x) 

Definir g° f. f « g. y determinar (£«/)(-2),(/»*)( ~r )• 

4-39. Las funciones /: A B y g : B -> C son tales queg° ft* sobreyectiva. Demostrar 
que £ es sobreyectiva. 

4-4ft Las funciones /: A - B, g : B - C y h : C - D son tales que , o /y W son 
biyectivas. Demostrar que/, g y ft son biyectivas. 

4-4/. Las funciones / : A - B, g : B -> C y h : G - A son tales que >h ° g*f y h og 
son sobreyectivas, mientras que gofohes inyectiva. Demostrar que f.g y 

biyectivas. 




* 
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RNCIONES 


4-42. Sean /: X Y una funcion, y los subconjuntos A C X y B C Y. Demosirar las 
siguientes relaciones: 

a) A C/' 1 [/(A)] c) /(X)-/(A) C/(X - A) 

b) ff/' 1 (B)] C B d) /- 1 (Y - B) = X -f~ l (B) 

e ) /(A n/ _1 (B))=/(A)OB 
Dado el subconjunto A C X definimos la aplicacion 

Xa : X -» R mediante 
f 1 si x e A 


! 0 si x e X — A 

v. 

Xa se ^ ama funcion caraetensiica del subconjunto A C X. 

Verificar que para todo elemento x de un conjunto X se cum pie n las siguientes 
relaciones entre las funciones caracteristicas de los subconjuntos de X: 

0 Xahb(*)^Xa WXb to 

“) XaubW~Xa (*) + Xb (x) “Xa to .Xb (x) 

4-44, Se eonsidera la funcion / : X 2 -» X 2 defmida por f(a t b)~(b » a) 

Demostrar que f * d - d f siendo d : X -* X 2 la funcion diagonal. 

4-45. La funcion /: R ->R 2 esta definida por f(x ) — (x , — x). Demostrar: 

i ) /(* + ?)=/(*)+/(>) 

ii ) f(k. x) = k.f(x) , donde&eR 
Nota: las condiciones i ) y ii) confieren a /el caracter de funcion lineal. 

4-46. Sea / una funcion arbitraria de un conjunto A m R Demostrar que para todo 

numero real x se verifica 

DO 

n r l (-«,jf+2- n )=r' 

W = 1 

4-47, Sea v4 es un algebra de Boole de subconjuntos de £2, y P es una funcion de A en 

R que satisface: 




Hi) P( l A f ) 

\ *- 1 J 


2 P (A 

l~ 1 


La aplicacion P, que verifica las condiciones anteriores, se llama funcion de 
probabilidad; los elementos del dominio son sucesos, y A imagen de cada uno de 
ellos es su probabilidad. 

Demostrar: 

a) La probabilidad del vacio es igual a 0. 
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b) La probabilidad de la union de dos sucesos es igual a la suma de sus 

probabilidades menos la probabilidad de su interseccion. 

c) La probabilidad del complemento de un suceso es igual a 1 menos la 

probabilidad de dicho suceso. 

M8. Sean un algebra de sucesos de Oy X una funcion de £2en R. Demostrar que para 
todo x e R 

X” 1 (— <*>,x)eA o X” 1 (- <*>, x]e A 

4-49, En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar 

X " 1 ( r - « f ,r] € A*> X " 1 * °°) € A 

4*5(1. ¥.n el mismo caso, demostrar 

X~ l >x]eA X“ l (x . 

4-51. Sea /: X-*Y. Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones cuales- 
quiera que sean A C X y B C X 

i) r 1 [/ (a) j = a 

ii ) /(AOB)=/(A)n/(B) 

iii) A fl B - 0 a */(A)n/(B) s =0 

iv) BCA =►/(A — B) - /(A)-/(B) 
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Capitulo 5 


LEYES DE COMPOS 1C ION 


5.1. IN TRODUCCION 

En este capitulo definimos, desde el punto de vista funcional, el concepto de ley de 
composicion interna en un conjunto no vacio. Luego de proponer algunos ejemplos, se 
estudian las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de 
elementos distinguidos. Se introduce aqui el tema de horaomorfismo entre eonjuntos, 
y su eulminacion en el teorema fundamental de compatibilidad de una relacion 
de equivalencia con una ley interna. Con vistas a su utilizacion en la estructura de 
espacio vectorial, se definen las leyes de composicion externa. 

5.2. LEYES DE COMPOSICION INTERNA 

Una ley de composicion interna, defmida en un conjunto no vacio A, consists en 
una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de A un unico elemento 
de A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un unico elemento de 
A. 

Definition 

Ley de composicion interna defmida en un conjunto no vacio A, es toda funcion 
de A X A en A. 

En simbolos 

* es una ley interna en A <=> * : A 2 —► A 

Es decir 

a e A a beA*=>a*beA 

& 

La unicidad de a * b esta dada por la detinicion de funcion. La imagen a * b, del 
par (a; b) f es el compuesto de a con b . 




LI-’YES in: COMPOSICION INTI UNA U3 

Son ejemplos de leyes de composicion interna, la adicion y multiplicacion en N,Z, 
Q, Ry C. 

♦ 

Ejemplo 5-1. 

Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composicion interna en el 
conjunto A —la , b , cl> 



En i ) es b * c ~ a, pero en ii ) se tiene b *,c = c. ^Cuantas leyes de composicion 
interna es ^osible definir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones 
existan de A 2 en A; como A 2 tiene 9 elementos, se trata de todas las variaeiones con 

repeticion de 3 elementos de orden 9, es decir, 3 9 . 

Ejemplo 5-2. 

En R 2 se define * mediante 

(a , b) * (c , d) = {a + c t b + d) 

Esta ley interna es llamada suma ordinaria de pares y se efectua sumando en R, 
componente a componente. Como cada par ordenado de numeros reales caracteriza un 
vector del piano aplicado en el origen de un sistema cartesiano, resulta que el 
significado geometrico de esta ley de composicion interna en R 2 eonsiste en la 
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores dados. 
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ejemplo 5-3. t* A^ruvas eiementos son todaslas 

Dad oA- {U,3} « considm el co»J»n.o T(A) W « * 

uncioncs biyectivas de A en A, es ecu 

T (A) ={/i: A -*> A / Si es biyectiva} 

T/ a Ma composition de aplicaciones. que es obviamente una 

Nos intetesa aefinir en T(A) la comp . , . j one s bivectsvas de A 

Nos imeresd ia composicion de aphvduones my 

tv tie composition interna, puesiu h r . 

;n A conduce a aplicaciones biyecttvas ue • . dt . \ Qi correspon- 

' El conjunto 7(A) tiene 6 eiementos, que caraUtnzamos 

rentes conjuntos tmagenes de las aphcactones 

/,={( i,1),(2,2).(3,3)} = «-a A ={(! .2), (2.3), (3 

t v i'l r\\ / 5 = {(i » 3 ) , 1) 1 (3 »*•)} 

f 2 ==» f.(l, 1) , (2,3) > (3 a *) j J ^ 

V 


A={(1,2),(2.D,(3.3)} 


fn 31 .( 2 . 2 ),( 3 , 1 )} 

^ \ * V ~ S ' * 


Para compcnerA con A determinants A °A medran e. 

,/, o A) (21 = A [A (2)1 = A (3) * 3 

if 2 « A) (3) = 1 

Resulta asiA •/*“/*■ ... de , compo sici6n de las funciones biyectivas de 

El lector puede completar la table de la compo 

A en A. come en el case del ejemplo 5-1. 


5 3 PROP1EDADES Y ELEMENTOS DISTWCUIDOS 
DE LAS LEYES DE COMPOSICION INTERNA 

Sea * una ley de composicion interna en A, es decit. 

5.3.1. Asoaatividad 

• « In * fcl * c = a * (b * c) cualesquiera que sean a. Bye 

* : A 2 - A A es asociativa o [a * D) * c u \ 

c 

en A. 

5.3.2. Conmutatividad 

, - . .. V9 ^ a *b = b*a para todo par de eiementos a y 6 de A- 

♦ # -+ A es conmut&tiva ** a * 


ROPIEPADT.S Y tLEMENTOS MST1NGU1DOS 


145 


5.3.3. Existencia de elemento neutro lemeflto e , que comjmesto a 

Cabe preguntarse si existe en el conpn^o^ ^ un e lemento tal existe se io 

izquierda y a derecha con cualquwra con , a siguiente def.mc.on 

Uama neutro o identidad respecto de la ley 

e e A es neutro respecto de * » \/aeA:a* e ~ e * 

5 3.4. Existencia de inverses en una ley con neutro 

. con ejemento neutro e. Dado a e A mteresa mvesugar. 

Sea * una ley interna en , , derecha con a de pot resul.a -• 

Miste v f * tal que compuesto a izqu.erda y a es relativo 

exrsie - * A, f- co munto relative a todos. Ei 

neutro es un ele ™ snto tAiguiente definition 

cada elemento. Proponent la s,g ^ , = a . M , e 


-- 1 ^ ^ a* (1 ~ e 

a -e a es inverse de a e A respecto de 

de * se 11aman inversibles. 

L „, .kmnnx * A q« ■<“>*" **«” re!P * cl ° 

Ejemplo 5-4. f?rna e « N /'opmutativa y asociativa. 

' ) ^ adicion es una ley mtema e.. ^ con neutro 0, y con 

ii) La adicion es ley interna en Z, asociativa, 

inverse aditivo para cada entero. conmutativa, con neutro 1, 

ili) En R ia multiplication es ley "elemTnfo^o^nl. 

y con inverse multiplicative para ^ composici6n de aplicaciones es ley 

iv) En el conjunto T(A) de. e J em f ’ funciones es asociativa), con neutro 
interna, asociativa (la composicion J iedades son verificables 

L.iiilL, , meiiaMs latabladel, composicion. 


5.3.5. Unicidad del neutro 


neutro en A 


s. >2 r - ’^- 5 * w ' r - 


[o e\ se tiene 


? v e 


td *r. 

4e entonces es unico* 


y pui 


g* * Q ^ ^ 


5 . 3 . 6 . Unicidad de! inverse respecto de una ley asociativa 

Si un elemento . e A admite invetso respecto de la ley asooat, , 

que a’ y son hivetsos de m Aplicando consecutivamente la e mi 
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cion de neutro, el hecho de que a 9 es inverse de a , la asociatividad, el supuesto de 
que a es inverse de a , y la definicion de neutro se tiene 

a*' — a” * e — a” * (a * a*) = (a f> * a) * a’ — e * a’ = a' 


5.3.7, Regularidad de un elemento respecto de una ley interna 

La regularidad de un elemento respecto de una ley de composicion interna consiste 

en que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de 
una igualdad. 


Definicion 


u £ a ca regular respecto de* ^ 


f a * b = a * c 


o * 


c * a => b — c 


La reguiandad bilateral se Hama regularidad a secas; si es preciso distinguir, habra 
que especificar si lo es a izquierda o a derecha. 

La regularidad es relativa a la ley de composicion, y, lo mismo que la inversion, 
depende de cada elemento. Asi como existen elementos que admiten inverse, v otros 
que no, aqui puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de 
un conjunto son regulares respecto de cierta ley de composicion interna, se dice que 
vale la ley caneelativa o de simplificacion. 


Ejemplo 5-5. 

i } En (Z, 4-) todos los enteros son regulares. 

ii ) En (N, .) todos los naturales son regulares. * 

iii) En (R. ) todos los reales, salvo el ce.ro, son regulares, 

IV ) En (R : , +) todos los elementos son regulares, En este ejemplo de ley de 

composicion interna vaten la asociatividad, conmutatividad, existe neutro 
(0,0) v el inverse aditivo u opuesto de todo par (a , b) es (— a , — b ). 


Ejemplo 5-6, 

Se define * : Q 2 -> Q mediante a * b = a + b 4- a , b (1) 

Se entiende que 4* y. son la sunia y el producto ordinarios de racionales,, de modo 
que (1) caracteriza una ley de composicion interna en Q. 

El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q. 
j ) Asociatividad. Aplicando reiteradamente la definicion (1) 

(a*b)*c=(a±b+a.b)*c = a+b+a.b+c + (a + b+a.b).c = 

= a + b 4- c + ab + ac 4- be abc (2) 

a*(b*c) = a*(b+c + b'C) = a+b + c+b.c+a.(b+c+b, c) = 

= a J tb J tc+ab+ac + bc + abc (3) 

De (2) y (3) resulta {a * b) * c = a * (b * <r) y la ley es asociativa. 


REGULARIDAD 


34? 


ii ) Conmutatividad. Se verifiea aplicando (1) y la conmutatividad de la adicion 
y multiplica cion en Q 

a*b—a+b+a,b"b-\a+b.a — b* a 


iii) Existencia de neutro. Si existe e , para todo a € Q debe cumplirse 


a * e — a 


Por(l) a 4*c -f a. e =a , es decir: e +a . e — 0 . 
Luego (1 + a) . e = 0 y cualquiera que sea a ^ — 1, resulta e = 0. 


c: ^ 

4 J i ii ~ 


1 4 s ± 

1 , u 


*- H* 

a v 


/ _ i \ a n 

v 1 ^ v 


t i n i ( w o 

A i v * ^ X ) . v 


Resulta entonces que existe e = Q. Por la conmutatividad. solo hemes analizado con 
e a derecha. 

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si a e Q admite inverso, 
debe existir a ’ e Q, tal que 


* a ~e 


es decir 


5 + ff’4a.a' 


a L (1 4" ci) = —a . 


Luego, si a =£ — 1, existe a ' 


1 4- 


Es decir, todos los racionales, salvo - 1, admiten inverso respecto de *. 

v ) Elementos regulares. Investigamos que racionales a son regulares a izquierda. 
Sea entonces 

a * b—a *c 

Por(1) 

a 4 * b 4* a . b — a 4 - c 4 - a. c 
Cancelando a en (Q , 4 -) tenemos 

b + a,b~c + a.c 

Por distributividad 

6(1 + fl) = c(l +a) 

Si a ^ ~1, entonces 

b = c 

Luego, todos los racionales, salvo —1, son regulares respecto de *. O bien, vale 
la ley caneelativa de * para todo racional distinto de — 1. 


Ejemplo 5-7. 

Se considera el par (A , .) siendo ‘V* el producto ordinario de numeros reales, y A 
el subconjunto de numeros reales del tipo a 4- b y/T con a y b racionales. Estamos 
interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composicion en A. 



v \ 






leyes de COMPOSICION 


i ) El producto es ley interna en A, o equivalentemente, A es cerrado pa 

producio. En efecto, sean 
a = affcV"2eA r 0 = c+dyf 2eA => 

^a.3 = {a + bTf2).(c+d^/l) = (ac+2bd) + (ad + bc)j2 

v come a b c\de Q, resulta a. fie A. , , 

^ A » t - vo O or ser A un subconjunto de R, donde se sabe 

ii \ fi nroducto en A es asociativo, por se n j .mmWadM 

one la multiplication es lev asociativa. Debe quedar claro que las igualdades 

oue « vetifican para todos los elementos de un conjunto se s,guen 
que se venuvdn F Aia . * * *, cai a ** precise probar las 

cumplfendo en cualquier subconjunto ae el. Solo » P-t.su r 

propie lades relativas a la existencia. 
iii) Por lasrazones expuestas en ii), el producto en A es conmutativc 


iv) Neutrc es e 


VaVfeA : a • £ 
1 + 0 . y/2, pues 


= fi .a 


(a + bsf2){ 1 + 0 \[2) -a + b\‘ 


n> 


O tien, si exists neutro en A debe set del tipo e x + v V tal que par 
cc-a + b vTdebe cumplirse 

(a + b>/ 2 )-(x+y\/ 2 )=a + b\f 2 (0 


con xey a deteiminar. Efectuando operaciones: 


(ax + 2 by) + (bx + ay) \[2 - a + b V 2 

fax + 2by=a 
\ bx + ay=b 

Sia = b - 0 ( 1 ) se cumple obviamente. Supongamos entonces que a y b no son 
simuitaneamente nulos y utilicemos el metodo de Cramer para resolver -) 


" !!***> 


4 *1 

i V 


son mteros no simuitaneamente nulos por lo supuesto 


save 


Ax 


i b 


2 b 


2 b 1 


i 

a i 


Ay = 


= a b - a b - 0 


b I 
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Entonces 


Ay ■’ Ay _ n 

i, j uivuwvJ _ 1 V -*— u 

x =—r 1 ’ * a 

A a 

Es decir, exists e = 1 + 0 ^ a q U { que si 

»»srs a. - 

iax + 2 bv) + t>x * ar IV 2 “ * ^ ® v ~ 

11 


= i , y 


ax * 


\ bx t ay 


-2 6 2 ^0 , Av = 


II 2 b j 

• I 

jo a! 


, Ay = 


a 1 I 
b 0 1 


Es decir 


y resulta 


* , V 


9 

t/ 


•* 1 ■ 
a = 


b 

t —2b 2 


rr 


e 22.« . a 2 * sXmV 4> “ “ l0 * A " '' eul1 '' 

■ ' fl8 = o7. entonces 

pues sia^uy ap «r* 

H Q g-a7 = 0 

=> a (j 3 — 7 ) = ® 

^ jj -y — 0 ==> d = T 


Ejemplo 5-8, rcnles de /t filas y rn columms. 

Sea R nxm el conjunto de las matnees real^ 

Definimos la adicion de matrices en R median 

a + b«M + ctaiquec « = ^ r M 


C HP 




;e sum30 ele 


to a ele 




.a .’hm oue e 


It a e 


“—’ • . - u v He composition interna en R ■ d>* 

ta definition caracteriza una ley de P 

siguientes propiedades: u asociatividad de la adicion en R 

i ) Asociatividad. Basandonos en la asociatmaa 

(A + B) + C = (lay 1 + IM> + t c <4 

_ ^ a .. + bjj] + [c’ijl — K a y + bij) "*■ c *»l 
= [a u + (by + tii)l - lay 1 + Vd + c ol = 

= + (tbyl + Itiil) = A + (B + O 


ifica las 





ISO LEYES DE COMPOSICION 

ii ),Conmutatividad. Con el mismo criterio anterior. 

A + B = [tfy] + [bfj] = [a u 4- bij] = 

= [by + fly] = [by] + [fly] — B + A 

Hemos utilizado, sucesivamente, la definicion de adicion de matrices, la conmutati- 
vidad de la suma en R, y nuevamente la definicion de adicion de matrices. 

iii) Elemento neutro es la matriz nula NeR” xm defmida por n tj = 0, Vf V/, 
pues cualquiera que sea A en dicho conjunto 

A4-N — N4-A — A 


i V j iii^vtoa aUiiivu Uv iUuu *i fc i i.4- 4 


4 r rtf , mfifm R /r nAf 


fly V 0 ;/), pues 


A+B=B+A=N 

La matriz B, inversa aditiva de A, se llama opuesta de A, y se denota por — A 

v ) Toda matriz nX me s regular respecto de la adicion. En e fee to 

A + B = A + C,y sumando —A 
-A + (A + B) = -A + (A + C) 


asociando 
por iv) 
y por iii) 


{““A + A) 4~ B ^ {—A 4* A) HH C 
N+B=N+C 


5.3.8. Distributividad de una ley de composicion 
interna respecto de otra 

Consideremos ei caso de dos leyes de composicion interna 4i *” y 4 V’, definidas en 
un mismo conjunto A. Interesa caracterizar el comportamiento relative de dichas leyes 
intemas en el sentido de obtener elementos del tipo (a * b) ° c r o bien (a o b) * c . 


Definicion 

es distributiva a derecha respecto de si y solo si 

* 

(a * b) o c = (a o c) * (b 0 c) 

para toda tema de elementos a, b y c en A, 

La distributividad a izquierda de “o’* respecto de queda definida por 

a , b , c e A ==> c ° (a * b) = (c o a) * (c o b) 

XJ 

Se dice que *V* es distributiva respecto de * si y solo si lo es a izquierda y a 
derecha. 

Analogamente se define la distributividad de respecto de 4 V\ 
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Ejemplo 5-9, 

i ) La adicion y multiplication son leyes de composicion interna en R, y la 
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adicion no lo es 
respecto de la multiplication. 

ii) En el conjunto N la potenciacion no es distributiva respecto de la adicion. 
Aqui se define 

a * b ~a n y se tiene (a 4- b) n =£ a n + b n . 

Tampoco existe distributividad a izquierda, pues 

4* M • n « h 

n v " =^rr -r n 

iii) Pero la potenciacion en N es distnbutiva a derecha, respecto de la 
multiplication, ya que 

(fl. b) n =a n \b n 

Sin embargo, no lo es a izquierda, pues 

n (a - b) j= n a , n b 

iv) En P (U) la union e intersection son leyes de composicion interna, y cada una 
es distributiva respecto de la otra. 

v ) En P (U) se consideran la diferencia simetrica y la interseccion. En el ejemplo 
2-28 se ha probado la distributividad de la interseccion respecto de aquella. 


5.4. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS 

Sean (R, 4-) y (R + s . ), donde R es el conjunto de los reales, R + el conjunto de los 
reales positives y las operaciones indicadas son la suma y el producto usuales. 
Consideremos ahora*la funcion 

/: R -* R + 

definida por / (x) = 2* (1). 

Se tiene entonces 

fix 4-y) = 2 x+y = 2 X .. 2 y = /(*) .f(y) 

Basandonos en la definicion (1), el producto de potencias de igual base, y utilizando 
de nuevo la definicion (1), hemos probado que la imagen de la suma en R es igual al 

producto de las imagenes en K*“. + 

Una aplicacion/, que satisface esta propiedad, se dice un homomorfismo de R en R 

respecto de las correspondientes leyes de composicion interna. 


s 
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5.4.1. Homemorfismo entre dos conjuntos respecto de una ley interna en cada uno 

<* 

Sean los conjuntos no vacfos A, A’, y las leyes de composition interna 

* : A 2 A 

** : A’ 2 A’ 


Definition 


La fuacion 


i / i & A* es un homomorfismo respecto de * y * si y solo si la 

la eoraposicion en A es igual a la composicion de las imagenes en A'. 

% 1 


En simboios 


/: A -* A' es homomorfismo respecto de * y *" /(a * b) = / ta) * 1 (b ) 

cualesquien que sean a y b en A. 

El concepto de homomorfismo es fundamental en algebra, y su interpretacion es la 
siguiente: 

i ) Hemos definido homomorfismo entre dos conjuntos respecto de sendas leyes 
de composicion interna. Las leyes internas y los conjuntos no son 
necesariamente distintos. Ademas, el concepto de homomorfismo es aplicable 
tambien respecto de relaciones que no son necesanamente operaciones. Se 
tienen, por ejemplo, los homomorfismos de orden. 

ii) Un homomorfismo, como objeto, es una funcion que respecta la propiedad 
que lo define. 

iii) El homomorfismo / : A -*• A’ proporciona una altemativa para obtener la 
imagen de la composicion en A, a saber: 


A,* 


A', * 


?•'» -M 

A * U 


• /(«) 






f ia i *' fib) / 



a e A a b€A=*a*b€A s => 

=>f(a*b)e A’ 

aeA a &eA => / (a)eA’ a f(b)e A’ 

==> f(a) *'f(b)e A’ 


6 *■ 
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El homomorfismo establece la igualdad de los objetos/ (a * b)yf(a) *'f(b), y las 
dos posibilidades son: componer en A y hallar la imagen, o bien, hallar cada imagen y 
componer estas en A\ Como sinonimo suele utilizarse elvocablo morfismo. 

5.4.2. Homomorfismos especiales 

Sea/: A ~>A’ un homomorfismo respecto de * y *\ 
i ) /es un monomorfismo si y solo si/es inyectiva. 

ii) /es un epimorfismo si y solo si/es sobreyectiva, 

iii) /es un isomorfismo si y solo si / es biyeciiva 

iv) /es un endomorfismo si y solo si A” A , 

v ) fes un automorfismo si y solo si ft s un endomorfismo biyectivo. 

r 


Ejemplo 5- 10. 

Sean (R 3 , +)>(»“ 2 ,+)y/:R 3 


2X2 


tal que 


Xi ,X 2 . X 3 ) 


[.’Cl 0 


Las operaciones consideradas son la suma de ternas ordenadas de mimeros reales 
definida por 

(x, ,x 2 ,x 3 ) +(y, ,y 2 ,y 3 ) = ('<! + y 1 ’*2 + >' 2 ,X3 + ys ) 


y la adicion en R*es la definida en el ejemplo 5-8. 
caracteriza un homomorflsmQ. 

Sea 


Vamos a probar que / 


/[(X, , X 2 ,X 3 ) + O’l <y2 * -V 3 ) I ~ f L’C 1 +.»■ 1 .'<2 +^2 -3 + - V 0 - 

_ "x, + vi 0 ] = [X, 0’ + |>, °] =/(Xl!X2 ,, })+/tVl ,y 2 ,v 3 ) 

x 2 +y 2 x 3 +y 3 J |_x 2 x 3 j [v 2 y 3 J 


erru 


no, es decir. inyectiva. En e 


«.T «■ , .X ' , x ■% 

K *!■’ 


I I' « * 

! !; * * -3 

"... 


1*1 

-■ 1 

0 j __ 1 

; Vi 
* * 

0 j 

i v 

F A 2 

L 

A 3 | 

J 

} P 2 

m. 

y 3 i 

wl 

(xi 

,X 2 iX 2 

) = 

O-’i . 




*2 


f « f i ^ 

<i ~ x * r- * - ^ 


y 2 , *3 =y 3 


* 5 * * 3 


En cambio/no es sobreyectiva. pues A " j carece de preimagen. 


* 
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Ejemplo 5-11. 

Sea /: R -> R tal que /(x) — — 3 x. 

Resulta / un automorfismo de R en si mismo, respecto de la adicion, pues 

i ) f(a 4* b) - -3 . (a 4- b) = -3a = /» 4-/(6) 

ii ) /es biyectiva, lo que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4*9. 

El lector podra comprobar facilmente que / : R ~>R definida por/(x) =x 4- 1, no 
es un homomorfismo respecto de la adicion. 


S.5. COMPATIBILIDAD DE UNA RELACION DE EQUIYALENCIA 

CON UNA LEY INTERNA 

Sean A =?=<£, ^ una reiacion de equivalencia definida en A, y * una ley de 
composicion interna en A. Cabe preguntarse si la composicion de pares de elementos 
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesta es 
afrmativa, se dice que la reiacion de equivalencia e$ compatible con la ley de 
composicion interna. 

Defimcion 

es compatible con * ^ a a * a b — b' => a * b — a’ * b’ cualesquiera que 
sean a. b f a* y h’ en A. 

Ejemplo 5-12. 

Investigamos la compatibilidad de la congruencia modulo n f respecto de la adicion 

en 2. 

Sean a ’ a b~h f =>n\a — a' a n j b — b* n ! {a —a") 4* (6 — b*) 

=> n ( (a 4- b) ~ (a * 4- b *) => a 4 - b * 4- b' 

Memos utilizado sucesivamente la defmicion de la congruencia modulo n , el hecho 
de que si un numero es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos 
diterencias. y fmalmente la defmicion de la misma reiacion de equivalencia. . 


Ejemplo 5-13. 

De manera semejante comprobamos la compatibilidad de la congruencia modulo n, 
respecto de la multiplicacion en Z. 


j a b ~~b n 1 a a* a n j b 
=» ab = a'b' + a’nk” + nk’b’ + rtk'nk" 


— b' =*• a = a* 4- nk* a b = b r +nk” => 
=> ab = a f b’ + n {a’k" + * V + k f nk fr ) 


* 

=> ab = a’b' 4 - nk => ab — ab' — nk => n 1 ab — 0*6* =* ab ~ aV 
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Ejemplo 5-14. 

Fn el coniunto N 2 de todos los pares ordenadosde numeros naturales se consideta 
„ «tudOen el ejerclcio 3-25, ,k-ordin.m de P ™, 

definida por 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) (1) 

Sean (a , b) ~(a’, b’) a (c . d)~(c , d’) =* a + b' = b + a' A c+d=d+c =» 
=> (a+ c) + (&’+ <*’) = (& +d) + (fl' + c*) => (a + c,6 +d)~(a* + C, fi’ + d’) 

=> (a , b) + (c, d) ~{a’b ’) + (c , d') 

De este mode resulta que la reiacion de equivalencia definida en N 2 es compatible 
con la adicion definida en (1). 

5.5.L Teorema fundamental de compatibilidad 

El hecho de que una reiacion de equivalencia sea compatible con una lev de 
composicion interna definida en un conjunto es de notable importance, porque induce 
una ley de composicion interna en el conjunto cociente. es dear, permite operarcon 

dases de equivalencia. 

Si ~ es una reiacion de equivalencia compatible con la ley de composicion interna * 
en el conjunto no vacio A. entonces existe en el conjunto cociente X una unlca ley 
de composicion interna *\ tal que la aplicacion canonica <p : A-*- es un homomortis- 

mo. Adernas. las propiedades de * en A se transfieren a * en — • 

Para demostrat este enunciado consideramos las siguientes etapas. 



i) Sean K u y dos elementos de — , es decir v dos ciases de equivalencia. 
Como la aplicacion canonica * : A - A es sobreyectiva existen * e A- y € A tales 

que (x) = K u y K,. (IV Con esto hemos logrado pasar del conjunto cociente 

al conjunto A, donde * es una ley de composicion interna, y por lo tan - ) 



■ “.JV . ■ 


J56 
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A 

Ahora Wen, por defmicion de aplicacion canonica, <p (x * >’) <? — > es ' decir ’ 

^ ( "oe estamodo/a partir de dos clases K u y K u hemos ob tenido una clase resultante 

K . Para que esta asignacion sea una ley de composition interna en — hay que 
demostrar que K«, depende exclusivamente de K„ y K„ y no de l » eleccwn e sus 
preimagenes en A. En efecto, seanx’ey'en A, tales que *p{x )-K u y<p(y 
Entonces, por (!) y (3) se tiene 


X 


y y 


i v 


2 


-rx * V 


por la hipotesis de la compatibilidad; y por la defmicion de aplicacion candnica results 
ip (jc ’ * y') ~ <f> (x * y ) = K„,, con 1° que nuestro proposito queda sattstecho. 

Definimos ahora 


** * 


A A 


raediante 


K u *’ K„ = <f>(x) *’ (p(y) = <fi( x * - v) ~ K «» 

Esta defmicion es la traduction de lo anterior, y ademas queda establecido el hecho 

de que la aplicacion canonica es un homomorfismo de A en — respecto de * y • . 

u) Veatnos ahora que esta ley de composition interna *’ es unica, con la 
’ condition de que la aplicacion canonica sea un homomorfismo. Para ell , 

supongamos que ademas existe *” en~, con dicha condicion. Entonces 

K u *” K, = *>(x) *” (po >) = * y> ^ (x) •’ “ Ku *’ K " 


• f 

Es decir: = *’ por defmicion de igualdad de funciones. 

iii) Ademas de la existencia y unicidad de la ley *\ inducria en A por la relacion 
de equivalence compatible con *, veamos que las propiedades de * en A se 


* -■ * 




rj mrwt «t yrri < vt ~ S’ 


♦ . * t 4k ■* fc'Sl 

tsocsaliva ?u h* juiumu.** 


(K *> K,1 *’ K„, - y(x) *’ y?< )’)] *’ *(*) ^ <?& * y) *' *<-> - 


= i p[(x*y) * z) = *{x * (y * *)! = *’ ^ = 

’ = <p(x) *• (yj(y) *’ <pto 1 = K u *• (K u *• Ku-) 

b) Conmutatividad. Si * es. conmutativa, *’ tambien lo es. En efecto 

K. *< K„ = *(x) •• <p(y) = *6 * y) = *(y * x) = W *’ V>(») = 
= K„ *• K u 


« 
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c) Existencia de «UU». Si e e A es neu.so, «"»»»*(«)“ 

A 

Sea K u *> K e = ipC*) *’ * e) = ' PiX) = ^ 

Y analogamente se verifica K ? * K u - K u , inverso de x respecto de *. 

d) Existencia de inversos. Supongamos que inversa ,' respecto de 

Entonces las correspondientes clases U -J “ (e) = K , 

pues K u *’ K«; = <fi W x > ^ 

Analogamente se tiene K M * 


Ejemplo 5 /... . , a mu itiplicaci6n. Sabemos que la congruence 

Consideremos en Z la ad y dg acuerdo con i os ejemplos 5-1- y 

modulo n es compatible con es V es ahora el de las clases de 

5-13. Fijemos en particular n- 3, el conjun , 

restos modulo 3. es decir, Z 3 = { 0, 1, - ) 

De acuerdo con el teorema fundamental de . 

leyes de composition .nterna un^as talesque a ‘' suma y prod ucto de 

z&z s - dt 

las clases son 



t ^ ft#* pctas se basa en el teorema fundamental; por ejemplo 

La constmccion de estas se oabd 



, , , ^ suman sus preimagenes en Z \? tnen se 

En la practica, dad« dos * divide por3>y w pr0 pone como 

multiplican, segun sea el caso), } de la division. El esquema que 

resultado en Z 3 la clase correspond.ente ai res aplicacion del teorema 

proporciona la validez de este mecan.smo consiste P 

anterior. 


Ejemplo 5-16. adicion y multiplication de las clases 

Con analogo criterio construimos las tablas de adici y 

de restos modulo 4, y obtenemos 
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0 
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3 

0 

1 
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2 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

2 

0 

2 

0 

2 
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3 

0 

3 

2 
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Nos decidimos por denotar con los simbolos 4- y . la suma y el product© de clases, y 
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z 3 y en Z 4 . De 
acuerdo con el teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere a la 
suma en Z 3 y Z 4 y lo mismo ocurre con el producto. Sabiendo entonces que la adicion 

AC oni 7 In ac< \n nimn Aa ^Inrai* \f kno nuo 

'■* ^ ^ »• '« m j V W i ii Warn * * 4*-* i *. 4^ 1W i * «WO * **> W m ii\3v O ^ j' A itfti -**_i i ft 4* ¥ 

demostrar. Ademas, corno 0 es neutro para la adicion en Z, resulta 0 neutro para la 
suma en Z 3 y Z 4 . Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma 
situacion se presents con toda clase de Z 3 y de Z 4 . La multiplication en Z es 
conmutativa, asocialiva y con neutro igual a 1; en consecuencia, lo mismo ocurre para 
la multiplicacion en Z 3 y Z 4 , siendo el neutro 1. Avanzando un poco mas en la 
interpretacidn del teocema fundamental se dice que toda propiedad de * en A, se 
trasfiere a *' en A; pero el teorema no establece que siuna propiedad no se cumple en 

A 

A entonces no se cumple en—. Veamos esto a la to de los dos ejempios 5-15 y 5-16. 

Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que es lo mismo: si 
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce 
diciendo que en Z no existen divisores de ceio. Pero, por lo anterior, si en Z no existen 
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar 
!a tab la de ja multiplicacion de clases para ver la existencia de divisores de cero en Z 4 , 
ya que 2.2 = 0, Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En 
cambio es facil constatar que en Z 3 no existen divisores de cero. Mas adelante 
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condicion necesaria y 
suficiente que el modulo de la congruencia sea prime. 


! 

* 

* 

* 


l 


* 


* 
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5.6. LEY DE COMPOSICION EXTERNA 


Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de 
modo que la composicion sea un elemento de uno de ellos. Esta situacion es una de 
las earacteristicas de la estructuia de espacio vectorial. 

Sean dos conjuntos Ay £2, este ultimo llamado de operadores. 

Definition 

Una ley de composicion externa definida en A, con operadores de £2, es toda 
funeion de 12 X A en A, 


Usualmente, una ley de composicion externa en A con operadores en £2se denota 
mediante y suele llamarse producto de operadores de £2por elementos de A. 

En simbolos se tiene 

“2* es ley externa en A con operadores en £2 ^ . : £2 X A “^A 
Mediante esta funeion, la imagen del par (a; a) se escribe a. a . 

Ejemplo 5-/7. 

Si A es ei conjunto de los segmentos contenidos en un piano y N es el conjunto de 
los numeros naturales, una ley de composicion externa en A con operadores o escalates 
en N es el producto de numeros naturales por segmentos del piano. 

Ejemplo 5-18. 

Sean R 2 y Q. Definimos producto de numeros racionaies por pares ordenados de 
numeros reales, mediante 

q . (a , b) = (a .« , a . b) 

La igualdad anterior detennina una ley de composicion externa en R 2 con 
operadores en Q. Notamos aqui que el mismo signo 4 . aparece en la deflnicion 
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de 
racionaies por pares ordenados de reales, y en el segundo miembro consiste en el 
producto de racionaies por reales. 

En particular, si el conjunto A se identifies con £2, la ley externa se vuefve interna. 
Ejemplo 5“/9. 

Consideremos ahora R nxm y R. Vamos a defmir una ley de composicion externa en 
R”* m con escalares u operadores reales, mediante 

a . A = a . [tfy ] = [a a^] cualesquiera que sean aeRyAeR nxm 

Se tiene asi ei producto de numeros reales por matrices n X m, y se realiza 
multiplicando cada elemento de la matriz por el numero real. 

Ejemplo 5-20. * 

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales. y el 
conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de numeros reales por 
polinomios es una ley de composicion externa en R [X] con escalares en R. 

Pero si el conjunto de operadores es el de los numeros complejos, el producto usual 
de complejos por polinomios de R [X] no es una ley de composicion externa, pues 
dicho producto no es siempre un polinomio real. 




trabajo practico V 


5-21. En Z se define * por medio de a * o = - U* + '•» 


jar las 


ades y la 


existencia de eiementos distingmdos 


• pvkte elemento neutro respecto de urn ley de composition 
5.22. Demostrai que si existe elemenio neuu 


interna, entonces es unico. 


W J Foma. I. obi. de k compo.lcidn de .plic.e»~. Hyeeti... de A <>• 2 • 3 > 


P -? 


en si misino. 

. . . e _ ., n *i e *n**nm si existe, se identifica con 
5-24. Demostrar que el invetso del inverse uc un e-em-nt,, 

dicho elemento. 

. „ v h admiten inversos respecto de una ley asociativa, entonces 
5-25. Demostrar que si a y b admiten in 

se verifies 

(a * b'f = b * a 

5-26. Estudiai to p~Pkd.de. * . : Z’ - Z td que - * <>-» ♦ >**■ 

2.22. Deteiminar i k »gn*«k oddu.o 2 « »■»>“«« ■ 

ejercicio anterior. 2 _* R definida p0 r 

i- l c nmniedades y eiementos distinguidos de . R 
5-28, Analizar las propieaaaes y 

d ♦ h ~ 


, R., ti7 arel mismoanalisiscon relation ai:Q*XQ* 


& l^HO V ? "t? 


* ui* 8 *i** Vr - 


X 1V 


siendo Q* - Q ' 0 


., , . .. de composicion interna * que 3S ‘g na 

** SIS rST* ~ sus P~Pkd.de, 


x ' 


a cad a par 


5J , „ «■. donde 1 .. el »«* —• » ■ "• 

funciones de I en R, es deeir 


R 1 ={/ / / '• 1 R ) 


En R> se define k sum, « todone. oed»»«(/+« «« + * « 

para todo* e 1. Estudiar las propiedades de esta ley 
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, . „ „ b „ de composicion d. funciones del conj.n.o S', do.de 

5-52 Confeccionar la tabia ae i r 

S={a,b}. 

, „ w i n ,p r na en R definida por f (a. b)-a+b . 

vc“j« nfconmutativs, «i .dmif. ~»»- 

, M Se ..be cue . es urn, ley de composicidn» A. 

, »— ii-. 

Demostrar que * es y 


5-JX 


o* se define * tal que a * h = 3 a b. Verificar que * es asocativa, 

Q tu , V edemas tod os los eiementos son inversibles. 
jonmutativa, y aaemas iw-» 


con neutro 


. . funHnnes por medio de </. g) (x) -f(x) -S »*> 

5-J6. En R 1 se define el producto aso ciatividad, conmutatividad. existencia 

cualquiera que sea x e 1- P““f de funciones definida en el 

de neutro, y la distributividad respecto de la suma 

ejercicio 5-31. ^ c con esca , ares reales, es deeir: 

5-37. * es una ley de composicio __ er jf, cat las siguientes proptedades. 

* : R X C - C tal que a * . - a ■ 


: \ ^ \ 
i I a ^ \ v ~ / 

ii) (a + b) * 2 


ia . b) * - 

: (a * z) + (b*z) 

- (a * z) + (j * w) 


iiA a * w) = * z) * w ) t , - Ari 

„„ R* con n. produce y R con k sum, P.ob., C». k funcon 

«* ^ - R “ Un “ 0rf ' S,n0 


. - r v _ f- 1 0 A es un morfismo respecto del 

5 .39 Demostrar que la aplicacion ft- \ ' j 

producto en ambos conjuntos, siendo / (x) - sg W- 
5J » En N.. define. h> Ryes de * , ’ 

j * x * y — t 

x »y = x + .v 


las 


tivi 


Capitulo 6 


t 

* 

COORDtNABILIDAD . 1NDUCCION COMP LET A. 

COMBINATQPlA 


6.1. INTRODUCTION 

En esta seceion se propone al lector el estudio de la relation de coordinabilidad o 
equipotenda entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se 
introduce como derivacion natural el concepto de numero cardinal de un conjunto. 
P >r esta via se define el numero natural, pero el estudio de las operaciones y 
propiedades se desarrollara sobre la base del sistema axiomatico de Peano, en el 
■japitulo siguiente, En conexion con N, se da el pnncipio de induction completa con 
vistas a la demostracion de propiedades en las que todo estudiante de un curso basieo 
tie be ejercitarse. Asimismo, se trata un tema de vastas aplicaciones en matematica 
elemental v en Probabilidades; tal es el caso de la combinatoria simple y con 
re petition, lo que se reduce, en ultima instancia, a la no facil tarea de saber contar los 
dementos de un conjunto. 

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES 0 EQUIPOTENTES 
6,2.1. Concepto 

Sea U un conjunto. En P (U) deflnimos la siguiente relacion: “dos elementos de 
PlU), es deck, dos subconjuntos de U, son coordinables si y solo si existe una 
hiyeccion del primero en el segundo”. 

Simbolicamente 

A — B <*3/:A-»B//es biyectiva (1) 

4 

Esta relacion satisface 

i ) Reflexividad. Todo conjunto es coordinable a si mismo. 

Sea A e P (U). Como existe 

* 

i A : A -*A , y es biyectiva,'por (l)resulta A~A. 


i uoUIMNAHH.Hnn 


1 (»3 


ii ) Simetria. Si un conjunto es coordinable aotro, entonces estc es coordinable 
al primero. 

Sea A HB. Entonces 3 f : A B / /es biyectiva. 

Por 4.7.2, II), sabemos que/admite inversa, es deck 

3A Z/" 1 esbiyectiva, 

♦ 

lo que significa, por (1), que B~A. 

iii) Transitividad. Si un conjunto es coordinable a otro, y este es coordinable 
con un tercero, entonces el primero es coordinable con el tercero. 

Se trata de probar 


a y b "'-v => a 


A a B ~C 


Por hipotesis 


3 /: A^B a g : B C / fy g son biyectivas. Por (1) 


3 g o f: A C / g o f es biyectiva. Porque la composicion de funciones 

biveclivas es biyectiva, segun 4.6.5. 

A~C Por (1) 

Ah ora bien, de acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de 
equivalence, existe una panicion de P (U) en ciases de equivalencia, las cuales reciben 
el nombre de numeros cardinales de los subconjuntos de U. 

Definition 

Numero cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de los subconjuntos de 
U que son cooittinables a A. 

En simbolos 

t- (A) = <fx e /* (U) / X '■A j 

D 

Se tiene 

c(A) = c (B) o A~-B 

En particular e (<p) - 0, es deck, denotamos con 0 el numero cardinal del conjunto 
vacio. 

Si a e li, entonces c({a}) = 1. 

Siay&eU, entonces c ( {a , b } ) =2. 

* 
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w ks cartes finitas y no vacias de U son numeros 
Es decir, los numeros cardmales de las partes muta y 

naturales. 

ConN 0 denotamosel conjuntoN u(o} . 


Ejemplo 6‘1, 

Se trata de ptobar que N y Z son conjuntos coordinates en 

De acuerdo con la def,mc.on e, sufu. P P rdaci6n . Para ello definimos 

z, o lo que es io mismo, de Z en N, po> w suni ' uld 



a- * 


to * it w 



* ■ __ J 

J ^ ^ I _ 2 x + 1 $i x ^ 0 

l 

La representacion cartesiana de/es 



3 . , r- -c-j* » v Sk -r*i -s* fTS * r 

v r| lector puecte contjn^ua* n ww - £ 

coordinables o equipoteiues. 


__ ^ . a . - Ik ^ 

e COiTtuktAJ 1 *** ■/ 




6.3. CONJUNTOS FINJTOS Y NUMERABLES 

♦ • 

6.3.1. Conjunto finito 

i ) Deflmaon primeros numeros naturales. 

Intervalo natural inicial 1„ es el conjunt 


COORD IN ABI LI DAD 


m S r 

1 03 


" ’ TC-O „ finito „ y - - - o — • - «— — 

11110 A es finito o A = <f> V 3 n e N / A In- 


iii) Definition 

* r> * trt c : v eAln gt HO OS finitO. 

Lin conjunto es tnfini V _ » numeros 

to*— r - 

naturales. Los numeros cardinal J onjuoto especifica la “numerosidad de los 

trasfinitos. tl numeto caruna, ~ e . ^ ^ pote ncia. En el caso de ios conjuntos 

elementos del conjunto o to que ^ # ^ ntjmeros cardinales, como veretnos mas 

infinitos existe una jerarquizauo 
adelan te. 


$ 

6.3-2. Conjunto numerable y sucesion 

' ’ °tH”on"onto os mimnUi si y >6*0 » “ wordinable a N. 

A* -*r *-*"•"**"■ 

,. . „ N se Uama no numerable. Para indicar que un 

Un conjunto infmito no cooidmableaN^ll que es “a lo sumo 

conjunto puede set fmito o coordinate a «, 

numerable”. . <y l0 s j sus elementos constituyen 

B ) Propiedad. Un conjunto es numerable si y 

la imagen de una sucesion. est0 slgnifica qu e existe una funcion 

Si A es numerable es coordmable a , y ^ a ^ conjunto ^gen es 

biyectiva de N en A, es decir, una sucesion ae 

exactarnente A. 

La representacion de A es entonces 

* r * *1 C1) 

A J ...» p M *« ' f * / 

4\ \ a | a i ' c * j 

4 



* SI t 


f 

< , 

il 2 * - 1 

... . . &n- ■ ‘ 

i 

w. 

. * ; 

L 


(i) 


V 1 

entonces 

2$ COOt 

,4 2, 

4 a e 

*1W 

"i t &■ 


.' f(„\ — a v en consecuencia es numerable, 

asignaeion/ W - a n , y ^ 

Ejemplo 6-2. 


i ) El conjunto A 
la sucesion 


2 ’ 3 


. \ es numerable, por ser la imagen de 


j . jq ->A definida por f(n) 


n + 1 
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ii ) La union de dos conjuntos disjuntos, uno finito y el otro numerable, es nu¬ 
merable. 

Sean A finito, y B numerable, tales que A n B = (p. 

a) Si A es vacio, AUB = B,y por lo tanto la union es numerable. 

b) Consideremos el caso en que A es finito y no vacio. Entonces es coordinate a un 
intervalo natural inicial l n . y puede denotarse 


Se tiene 



AUB=-j 

\ 




Definimos 

/: AUB-^N por medio de 

f i six = ai 

f (x) - <j 

^ n 4- \ si .x = bi 

£.; facil ver que/es biyectiva y, en consecuencia, AU B con lo que la propiedad 
queda demostrada. 

£1 mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la reiaeion de 
coordinabilidad. De acuerdo con ei ejemplo 6*1, tambien Z es numerable, es decir, 
am bos tienen el mismo numero cardinal trasfmito, o sea, tienen “el mismo 

numero de elementos". El numero cardinal de N, introducido por George Cantor, es 
S aieph cerojo denotaremos con a, y escribimos 

c(N) = c(Z) = tf 

n el ejemplo 4-10 se demostro la biyectividad entre N y P, siendo P el conjunto de 
los numeros pares positivos, es decir: P ^N, y por consiguiente tienen el mismo 
numero cardinal. Puede escribirse c (P) = a, y se dice que el conjunto de los numeros 
naturales pares es equipotente a N, a pesar de ser una parte propia de N. 

Esta propiedad es caractenstica de todo conjunto infinito, en el sentido siguiente: 

“un conjunto es infinito si y solo si es coordinable a una parte propia del mismo 1 '. 

A es infinito 3 X S. A / X ^A 


l 

; \ 

INDUCCION COMPLETA K 7 

V 

6.4. INDUCCION COMPLETA 

•k 

6.4.1. Concepto. 

EI principio de induccion corapleta proporciona un metodo de demostracion por 
recurrence de vastas aplicaciones en matematica. No es constructs, en el sentidodc 
generar^ropfedades; pern hace posible la demostracion de estas cuando son relates al 

C tr d d e 6 uTaX^uta de dicho principle, consideremos e, siguiente case: 

supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una *“ b ® a « “ 

que. si un alumno habla, entonces habla el siguiente. lnteresa deterrmnar cual es U 
" _.... _,An..ntn dado esten hablando todos los alumnos. 

Esob'vio qu^para'que' se dfe’sa" sim^nes suficiente ver que el primero esta hablando. 
En este caso se trata de investigar la propiedad que podemos enunaar asi^ to os > w 
alumnos estan hablando", y para asegurar su verdad se requ*ren las s lg uientes 

condiciones: * 

i )’E1 primer alumno habla. 

ii) Si un alumno habla. entonces habla el siguiente. 

Extendiendo el caso a una propiedad P. relativa al conjunto de los numeros 
naturales. queda asegurada la verdad de P para todo » e N, si se venfican las dos 

condiciones anteriores, que se traducen en 

i ) P (1) es V. 

ii) Si P (h\ es V. entonces ? (h + 1) es V. 

Llegaremos a la demostracion de este principio, llamado de induccion completa 
sobre la base del principio de buena ordenacion. que segun 3.9.7. admrte el siguie 
enunciado: "todo subconjunto no vacio de N tiene primer eiemento 

6.4.2. Teorema de induccion completa 

Si S es un subconjunto de N que satisface 
i ) 1 eS 

ii)fteS=*fc + l'eN 

entonces S = N. , . . j. 

En otras paiabras: "todo subconjunto de N que incluya al 1, y al sig 

siempre que incluya al h, es igual a N . 

Hipotesis) SCN 

i ) 1 € S 

ii) heS => ft + 1 € S 

* 

SmistmcL) Es suficiente ver que N C S, y para esto basta &****£* 
subconjunto S’ de numeros naturales no pertenecientes a S es vacio; o sea, de acueroo 
con la definicion de inclusion es falso que haya algun natural que no pertenezea a . 
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" Suponemos que S’ # 0. Por tratsrse de un subconjuuto no vacio dc N, dc acuerdo 
con el principio de buena ordenacion, existe el elements tm’ninio m e S’ (1). 

Por hipotesis, leS, y como los elementos de S' no pcrtenccen a S, es m # 1. Por 
otra parte, siendo m natural y distinto de 1, se tiene 

m> 1 


y, en consecuencia 


m — 1 > 0. 


Como m — 1 < m, por ser m el minimo de S’, re suit a m 
Ahora bien, de acuerdo con la hipotesis ii) 

t if 

m — 1 e S =► (/w i) t i 6 s **> t 


Esta propcsioion es contradictoria con (1). Luego N c S. y como por hipotesis 
S^N, resultaS - N. 

6.4,3. Principio de induccion completa 

Sea P («) ima funcion proposicional, donde n e N. St ocurre que P (1) es verdadera. 
y, ademas, de la verdad de P (h) se deduce la verdad do P (/j 4- entonces P (m) es 
verdadera para todo n, 

Hipotesis) P (1) es V 

\/h:?(h) =» P(ft + 1) 

Tesis) V n : P(n) es V. 

Demostracion) 

Hi subconjunto S de numeros naturales para los eualcs P («) es verdadera, 
con tiene al 1, y al siguiente de h siempre quo contenga a k . Luego, por 
el teorema 6.4.2., S = N. Es decir, P («) es V para todo n € N. 

Nora: 

La demostracion de una propiedad relativa a N por induccion completa, se realiza 
probando la verdad de las dos proposiciones de la hipotesis del teorema anterior. 
Ejemplo 6-3, 


Demostramos por induccion 
a s La sums de los n primeros 


o i n 4 


-- T 


ts decir. V h e N se » 


1 +2 + ...+« 


« (»» +■ 1) 




i ) Debemos probar que la propiedad se verifica para n 
suma se reduce al primer teimino, y se tiene 


= 1. En este case, la 


S, = l 


1 .{1 + 1) 

■ i ... 'I l lAJ 

2 
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Hipotesis) 

Tesis) 


ii) Demostramos la verdad de la implicacion de la hipotesis del principio de 
induccion completa, es decir, el siguiente teorema 

, ‘ , h (h + 1) 

esis) s h = l+ 2 + ...+* =- 2 - 


f (h + 1) (h+ 2) / 

\ h + l = 1 + 2 + . .. + /t T(/i + 1) “ —-2- 


Demostracion) Teniendo en cuenta la hipotesis inductiva, el primer miembro de la tesis 
se trasforma en 


| 4“ ' f 4- + /f 


f (/! 


i J- 


+ i ) 


Reduciendo a comun denominador, v por distributividad 


5 h +1 


ft (ft + p + 2 (ft + 1) (h + 1) (h + 2) 


S,o = 


Resulta entonces la formula anterior, valida para todo numero natural n. 
acuerdo con ella, la suma de los 10 primeros numeros naturales es 

10 . !1 


55, 


b) Probaremos ahora 


S = _L_ + ——+ —— + 
1.2 2.3 3.4 


i n = 1 


i . 2 


1 

1 -u 1 


ii) P {h) es V => P(/i + l)es V 


n (« + 1) rt + 1 


Hipotesis) S h = 


Tesis) S h 


lostracio 


h 4- 1 
h + 1 




<» * -sy 


+* S11 


(ft + 1) (/( + 2) 

h (h + 2) + 1 _ j 

(ft + 1) (ft + 2) ( 

(ft + lf 
+ 2 ) 


_ _Jl__ + 

>u m mm U 

) ft +1 

h l + 2ft + 1 
(ft+1) (ft+ 2) 

ft + 1 
ft +2 


. . . ——--- 

(h + 1) (h + 
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA 


6.5.1. Concepto, 


En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notacion de una 
suma cuyos terminos admiten cierta ley de formacion. En este sentido es util la 
mtroduccion del simbolo de sumatoria: Z. 

Si a t es un numero real que depende del indice i, para indicar la sumaflj 4- a 2 4* a 3 

5 

4- a 4 4* a 5 escribimos S a it 

i~ 1 

n 

Si el mdice es variable desde 1 a n , la notacion Z a t significa la suma abreviada de 

i~ i 

ios n terminos 4 - a 2 4 • • • 4- a n , y se lee: "sumatoria de a.- con i variando desde I a 


El desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando a i cada uno de los sucesivos 
valcres de su rango de variacion, y sumando los terminos asf obtenidos. For ejemplo 


It 

i=i 


l 2 4- 2 2 4- 3 2 4- 4 2 


Ejemplo 6-4, 

Desarrollar las siguientes sumatorias: 


a )£ Jtil 

ir| / 


(- Q 1 , (- 1) 2 . (- 1) 3 , (- 1 ) 

12 3 4 


1 + 1 
3 4 


= “14 


0 i 


1 = 1 I 4*1 


? I 7 1 

14-i +_ 2 4*i + TTT + 


i + -4- + — + 

3 4 


« 4* 1 


2n 
n 4- 1 


i a - 


c) 2 (?' — I) =(1 -l) + (2-l) + (3 -1) = 

J 1 

=0+1+2=3 


9 • 

d) E = 

1 = 1 -- 
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Aquf se tiene a t — a Vi. 


10 0 v | - | r\f\ 

e)2 1 =1+1 + ^+! = 100 

i~ 1 Too 


3 -/c 4~ 1 

0 Eo "T+2 


T + °“4 

2 4 


Ejemplo 6-5 . 

Expresar como sumatorias las siguientes suntas indicadas. 


* . ✓ » O 1 1 A , 

a) i t4 to t o 1 - 


5 

V "» 


i- 1 


u 

b) 1+3 + 5+7+9 + 11 = 2 <2( 


1)=2 <2 i 

i~ 0 


c) 1 + 8 + 27 + 64 = 2 i 

1= 1 


i 4 5 6 E i 4* 1 

" 2 3 4 5 j-i r 


6.5.2. Propiedades de la sumatoria 


i ) 2 («, + 6i)-£ + 

, = | 1 = 1 J ~1 


En efecto, por definicion de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la suma 
en R, se tiene 

2 (a< +b t ) = {a, +b 1 ) + (ai+b i )+ ... +(a„ +b n)~ 

• a 


1= 1 


9 = [a i 4**32 4- ... 4*a n )+(i?i 4“ b 2 4- ... 4 - b n ) — 


n n 

= E a f + S ft, 

i^i i=i 


ii) E (a a t ) = 0 X donde es constante. 

i= 1 ‘ i=l 

Por definicion de sumatoria y distributividad resulta 


E (a a*) 

i= 1 


a aj +a 4- , . . 4 - a a n ~ 

ft 

a (a| 4* a 2 4-... + a„) = a E fl* 

i=t 
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i ) n — 1 => Si = £ (2 i — 1) = 1 = 1 
ii) Deinostramos 

S h -k 2 ==> + i = (7* + i r 

En efecto 

Sh+1 + (2 h + 1), donde (2 h + 1) esel numero impar de lugar (h + 1). 

Aplicando la hipotesis y efectuando operaciones 

Sh+1 =A 2 +(2h + D = (h + \f 
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Debemos probar que P («) es V, cualquiera que sea n, a partir de 3. En este caso, es 
posible aplicar el principio de induccion, demostrando 


i ) P (3) es V 

ii) P (ft) *=» P (h + 1) 

a) Sea « = 3. 


64 

27 


3 =fi + 4 


C | *\ h 

1 + ~hJ 


1 h 
lesis) h -r i 1 » '^ + j y 


Demostracion) 


( t + —-1 =1 'l + 

V A + 1 j 


h+,\ 


•\ h / 

i i 


For otra parte 


- i ^ i 
hTl h 


h + 1 


1 ^ t O. J~ 

as» 1 4- 7 — r 1 E » 

li+l n 


<j 1 + 


!S^> I i 


h 4- 1 


t 1 + 


il t 1 


*\ h 


f' 

( 1 4- 


h + 1 


U) 


De (1) > (2) 


/- 1 

( 1 + t: 


h + i 


h-t-i /" 1 /" 1 

<11 +-r J t 1 + -n 

v 


h J 


h 4 1 J 


Por hipotesis 


1 + 


<h 


Multiplicando las dos ultimas desigualdades, despues de cancelar, nos queda 


h+ 1 


1 + 


k + 1 


<h l + 


/i + 1 


Por distributividad 


1 + 


_i—") 

ft 4- 1 


h+i 


<ft 4 


/I 4- 1 


(3) 


Como A<ft + i = > TTT <1 ^ + 7T+T <+1 


(4) 



1 
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For transitividad, de (3) y (4) resulta 




h +1 


<A-PI 


6.6. LA FUNCION FACTORIAL 


6.6 J. Definiem 

Funcion factorial es la apiicacion 


N deiliuda 


< /(U-l 

[/(A + 1}- (A + 1). f (h ) si h > l 

El sunbolo caracteristico de la funcion factorial es !, en lugar de / y se escribe A ! 
para indicar /(A). De este modo.lo anterior se traduce en 


->■ A 1 


l(A+l)! = (A + 1). A! 

La expresicn A! se lee "factorial de A” o "A factorial”. 

La funcion factorial* es no inyectiva* pues 0=^ 1 y 0! = 1! 

c.6.2. Propiedad 

El factorial del numero natural n> 2 es igual al producto de los n primeros 
numeros na tuples. 

n\ = 1 . 2 » 3 ,.,.. /i = w. (w 1). (n 2).3.2.1 

Lo demostramos por induccion compieta 

i ) Si n — 2* entonces por definicion se tiene 


'A * -S % 


ii ) Hipotesis) h ! =1.2.3 . (h — 1) . A 

Tesis) (A + !)! =1.2.3 . ft . (h + 1) 

IP 

Demostracior) 

Aplicando al primer miembro de la tesis la definicion de factorial, y la hipotesis 
inductiva, se liene 

(A HP 1)! = (A HP 1) • A! = (A + 1) . A . (A - 1). 3.2.1 

con lo que el teorema queda demostrado. 
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Nota: - 

Es claro que la funcion factorial no es sobreyectiva, pues existen naturales que no se 
identifican con el factorial de ninguno; tal es el caso de 7, que carece de preimagen en 

No. 

Por otra parte, para el calculo, es muy util tener en cuenta, de acuerdo con la 
definicion, que el factorial de un numero es igual al producto de dicho numero por el 

factorial del anterior. 


Asi, 7! 


7 . 


Ejemplo 6-/2 




En efecto 


+ 1)! 


(n 4- 1)! 


i/ r 1 

(n + \ )\ 


4- ! I* 


n 1 

(n 4- l)n'/ 


(n 4- l)! 


n ■+■ 


( n 4- l j ! 


n 4 1)! 


{n 4 1) 


6.7. NUMEROS COMBINATORIOS 


6.7.1. Definicion 

Sean los enteros no negativos n y A, tales que k. Llamamos numero combina- 


jr “V. 


io "?? 


sobre k'\ al simbolo ( n \ definido por 

v fy J 


r ~ \ 

i ft \ 




n\ 


k ! in ~~ k )! 


Los elementos de un numero combinatorio se llaman numerador y denominador 


4> 


G* ^ 


1 1 


Se 


los 


0! 0! 




1! in- 1)! 


n («- 


"oj- 


n + 1 


tl * 

— — = 1 
0! n\ 

_ (n + 1)! 
n\ 1! 


n\ 0! 


_ (« + !)”'• = „ +1 


a“r*“ ’TtlT 



i ;* 
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6 . 7 . 2 . Propiedades de los numeros combinatorios 


Si dos numeros combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus 
denominadores coincide con aquel, se llaman numeros combinatorios de ordenes 


complementarios, Por ejemploj^ ) y ). 


i ) Dos numeros combinatorios de ordenes complementarios son iguales 


fn'\ n I 

k J Jcl (n - k )! 


n ! 


(n - k)l k l 


c ",i 

v n - k y 


ii) La suma de dos numeros combinatorios no es, en general, un numero 

combinatoric' pero si tienen igual numerador v denominadores con*eeutivos 


vale la formula 


n - i 

t k - 1 


/ n 


k J 


f n '• 

I kj 


En e fee to 


- 1 


ik - 1)! (n - k)l 
k in - 1)! 


(n - 1)! 

~ Ik - 1)! [in - l)- (k 

__ (n — 1)! __ 

kl in-k - l)f ” 

, (n- k) {n - l )! 


! + 'Tny 


k (k - I)! [n - k)\ k\ (n ~ k) in - k - 3 )! 


k in - 1) ? 
kl (n - k)\ 


i n - k) (n - 1)? 
kl (n-k)l 


k in ~ 1 

■■i— 1 ' ■ 

_ n (/? - 
kl (n~- 

Efemplo 6-13. 


)? 4 - pi - k) in 


in 




1)1 m +n - k) 
A:! (n~k)l 


1)1 

>)! 


A:! («-*)! \k 


i > Formamos el 4 *t^iangulo ,,, de Pascal 


°1 

o/ 


n 

Oj 


a 


Co) 


(;) 

v ly 


a 

V 


f 3 ') 

l o y 


D 


3y 


D! 


A:)! 


i: i 

v 1 / 
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Los elementos extreinos de cada fila valen 1 . y cada numero combinatoric restante 

de acuerdo con la propiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre el. 

* 

ii) Probar 


CM = ( m ~ + ...( 11 

V nJ \n-lj V n -\J \n~ 


\ /" II 

I + { 

l J \ n 


n ~ 1 ^ 
n - 1 / 


Es decir 


fm\ jn-n+i 
! j I t / 

n J i=i n - I - ' 


AniE'inHn rpimr-idamente la nrorriedad ii ) se tiene 

• « p J *■«• •*»**■’W® *' " — ” ' * m. i 




4 ^ /' 

1 : , ; m 

. I -t*l 


n j v n — 1 y .. n 


1 i , / rn 
, * +1 
1 J \ n 


2 \ { m - 3 
f i+l t 
I ✓ v n — 1 


- 1 s, , , m - 

«-rf 

- 1 >■ ’... n 

z m —3 

/ ! — 

n 


‘ m 




1') M m 

ly v n 


)+( m , H 

/ n "ly 


v n 


n 


- i*i 

i v .« 


Hk • * * 


iii) Demostrar 


/*" ^ > 




f!(«-"!){n~2),,.(n _A_TJJ„ 


Aplicando la definicion y la nota que figura en 6 . 6 . 1 . tenemos 


" n \ ti ! 

I i .1 Bilk I. i 

. Ay k\ (n - k)\ 


n (n — 1) (« — 2 )... (fl ~ ft + l) (/? ft)! 


Despues de simplificar queda 


r n \ nin - Din - 2) ... in - k + J ) 
v kj ' ’ft" 


6.8. POTENCIA DE UN BINOMIO 


6.8.1. Binomio de Newton 

Una aplicacion inmediata de los numeros combinatorios se presenta en el desarrollo 
de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido come formula del 

binomio de Newton, y esti dada por 


r s MMMVTTA^Iv'M 
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(a + bf = + ^i 


c n ~ i b i 


n \a n ~ 2 b 2 +• 


Utilizando el smtbolo de sumatoria, se reduce a 


£ \~n-~kuk 


(a+h) = £ 


y la demostramos por induccion coinpleta 


■H 


\ } 


ii) Hipctesis 


ft , _0 

t a d 




ui /.o j. 1 1,7° b 

f V .J, 


(a+d) - 2( vJt } 


Tesis) 


{a + fty 


2 1 ! 7 i + r )a hT, ~ fc ^ 


Demostracion) Aplicando la definicion de potenciaeidn y la hipotesis inductiva. se 
tiene 


(a + ft) h + 1 = (a + &) • + 


h _ 


{a 4- oj 




Por distributividad 


(a 4 


h+i _ 


i r;v 


k iM 


b* +b Z I k a 

fe =0 


h-k tfc 


f". V* "*& j” £ ri /? 

l':' _ . <* * 4 $ ii ^ 4* WiA * ** j 


?n C3GS 3 


(a + b) 


h *-1 


it + l l»fe 


h 

2 

fe=0 


^ e *v 


&y 


E fectuanco operaciones 


(a + ft) 


h+i _ 





A \ _/» -fe + l ufe 


b" + 


+ i'TtV “ hft,,+1 + fi ') a ° 6,1+1 

fc^oVfcy v«y 


S' 


POTHNCIA DU UN BINOMIO 
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i rip la snmatoria puede tomar cualquier nombre ; 

Teniendo en cuenta que el indice de la sumatona 

en la segunda cambiamos k por/ 


(a + ft) 


h+l 


h+l 1*0 


h f'h\ 

b° + 2 ( k )« 

k -1 ^ K ' 


h-fe+i iM 


ft* + 


+ r *{\y »*" 

j~o v }y 1 


Para reducir ambas sumatorias hacemos / - k 
la misma sumatona 


5 =» h = / + 1. y sustituvendo en 


3, \ 


ia 4 b) 


h •+■ 1 


, 0 , 


H g £ 

+ I I 


*8-^1 


v r I " fe * 1 


r u \ 


Como 


X. 


+ f " 

fh + !') y f 

0 J’ y ' 


b> +P'V b h * 

xh/ 


* \ 


h + l 


+ i 


desoues de sustituir y aplicar 6.5.2 i ), nos queda 

4 


(a + 6) 


h +1 


h + l 
0 


\ 

) a 


h + l lO 


+ 


+( h + ^a° b h + i 

\ h + iy 


h 

V 

fe = i 


'/i 'i . f h 


.{ « |S a ,1 - fe *‘6 fe + 

+ U-u j J 


Teniendo en cuenta por 6.it t qtiw 


/t'', T h ^ b + 1 'i 


fc J 


1 / « t i " T 1 i 

! + U-lJ t A- J 


(a + b) h+I =( 

\ 


f h + r l.A 


resulta 


i »*o 


x .?j - 


-t'- i 


fc 3 


b u + 


r 

fe — 1 x 


ft 4 1 


h~ fe r l ^ 


b R + 


{a 4* ft) 


h M 


h * l I, -f I t 

S ( T ‘J tr 

fe-0 > K ' 


como se queria. 

Ejemplo 6-14. 

Desarrollar {—x + 2 ^ ) 5 • 






COOROINABIUDaD. induccion complkta. C'OMBINATORIA 


Aplicamos la formula demostrada 


(-.v + 2,) s = (*) (-,)* (2 yf + Qj (- x ? (2 J,)' + Q ) (-*) 3 (2>>) 2 + 

^ % 

f L3J ( “ A)2 (2 >') 3 + (4) (~*) J (2 v) 4 + Q) (-jc)° (2y) s = 


f L 3 J ( ~ xY < 2 >') J + UJ ( 2 ^)’ + (5J (~J 

= “X 5 + 10 .v 4 >-- 40 Ar 3 >- J + 80 ;c J J’ 3 - 80 a:j 4 + 32 y 


6.S 2. Observaciones 


Sea 


(a 4 - £)" = 


« 

V 

fc = 


u 


n — fe dk 


1 ) El desarrolio de la poteneia w-$ima de un binomio tiene « + 3 terminos ^eun 
lo indica la variation de k. desde 0 hasta i*. ~ 8 

n ) Cada termino del desarrolio tiene eomo coeficiente un numero combinatoric 

de numerador igual al exponente del binomio, y el denominador es variable 
desde 0 hasta n. 

Ui \ El exponente de a es la diferencia entre el numerador y denominador, y el de 

b es igual al denominador, Es decir, la $uma de ambos exponent es es igual a 
para todos los terminos. 

iv) Ei termino de lugar h en el desarrolio, es 


T* =(, ” , X n ~ h+l b h ~ l 

\h — 1 J 

v ) Los terminus ecjuidistaiites de los extremes tienen igual 
numeios combinatorics de ordenes complementarios. 

Ejemplo 6 - 15 . 

s> 

Detenninar la suma del 4 ? y 69 terminos de! desarrolio de 

r.a~a 2 f 

- r >> 


coeficiente, por ser 


TV "CD <2 a)S = -(3)- 32 a ' 1 


T 6 =Qj(2^(^ 2 ) 5 =-Q).8a 


^ T 6 — -S . j ^ } (4 ^7 11 


">0 


a 13 | 


v ■> 


Como 


1‘OTl: NCI A DE UN BINOMIO 


IB 


Ejemplo 6 - 16 . 
a) Demostrar 


i r 

1=^0 v/ 


W 1= 2° 


Trasformamos la sumatoria en el desarrolio de la poteneia de un binomio 


t.c>icr 

” * /* r\\ 

2 <-n( )=o 

0 \iy 


- 4 *^ V 




i ivlvuiUiUu 


liivULv 


f / n 


« II /OA «“< 

I (-1)1 . |=Z I . )l ( 

i-o v 1 J 1=0 


Ejemplo 6 - 17 . 

Determinar el termino central del desarrolio de 


I x 1 -f 


2 n 


con x 0 


El numero de terminos es 


2/i+l=/i+n + l= rt + l+ rt 


El termino central esta precedido 
(n + 1 ). Se tiene 


por n terminos, y en consecuencia ocupa el lugar 


n +1 


f 2 "W 

v n j v 7 




T -P-V-d. 

n +1 n. tl J n 


Es decir 


t ( 2 n i « 

T = x 

n + ! V «/ 


En cuanto al coeficiente 


C2/A (-«)! _ (2/»)! 

I n J n ! (2 n - «)! («! )* 

2 w (2 k — l){2/i-2) ... [2/i 

(n! F 


- (« — 1) ]. / 1 ! __ 


2 n( 2 n~ l)(2/i — 2) ... («+ 1) 


i 
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Ejemplo 6-IS. 

Obtener el termino de grado 14 del desarrollo de 

(x 3 — 3x) 10 

El desarrcllo admite 11 terminos y se trata de ubicar aquel en el cual el exponente 
de x sea 14. Este termino ocupa an lugar h, a determinar basandose en la condicion 


.• 3 T 


IG-Ji+1 


r 10 

U -1 


'\ 33 ~ 3 


h-i hi 


h-l 


r i0 ,)« 

\.h - L 


32-2 h 


Debe ser: 32 — 2/1 — 14 A — 1<S 

£s decir, el 9 9 termino tiene grado 14. 
Lo calculamos 


A-9 


- (?) 


x 3 (-3x) 9 =-3 s .10r 14 


Ejemplo 6-19 

r 1 \ n 

Desarrollar | 1 + ~~ j 

Llegaremos a una expresion que se utiliza en la determination del ndmero e, en 
cursos basicos de analisis. 


0+1) - 1+ 0) i + COG) + (3 a«. 


/* t \n- 


\ /* 1 \ 
\ i 1 1 


D V U 


ejemplo 6-13 iii), te nemos 


1 + 


1 + jf. 


n J 


n(n-l)(«- 21__l 

3! tr 


n (n - 
2! 

... + 


i? 


n(n - 1)(m 


2> ... [n - (» 
(« - 1 ) ! 


2 )] 


n-1 


n (« - 1) (n - 2) ... fw - (n - 1)1 


rt 
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A partir del tercer termino dividimos cada factor del numerador por el factor » que 
figura en cada denoroinador 


r % \ 

(i +\ 

\ n J 


1 H - 1 . _1_ 

1 + 1 + IT ' n 3! 


■t * •* 


D! 


n - in 


fi — (n 22 


Resulta 


- t 

i + -J = 

v - 


2 + 


u 


+ ... + 


V * 


IV 


fl 


, 3! 


1 i i 

-7 * \ 4 

7? -/ v 


n J 


') (\ 

J ••• V 


1 - 


. I - 






*v 


n-2 V 

i^n ... 7 | 


L) 


/ V 


Ejemplo 6-20. 

Determiner x e R de mode que la suma de los terminos 32 y 82 del desarrollo de 


I 2 


v-3 


1 ^ 

! sc 3 ifitinl 3 0, 

X; 


Debe verifle arse 


O sea 


**■ 


■t - 

•i 


T, +T 8 =0 


i ; 
* % 


I \ ' 


S V 


7*1 




-I? v- 

«• ♦ 


v 6 


~ j* 

2 * .x 


4x> » 


Multiplicando por 


^>5 v 20 


1=0 




6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVAL OS NATURALES INICIALES 

A fin de traiar el tema de la Combmatoria simple y eon repeticion desde un punto 
le vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relativos a funciones 
ruyos domimo y codominio son conjuntos flnitos, no vacios y por consigmente v 

dentifkables, en cuanto a su cardinalidad, con intervalos naturales iniciales l n e l m . 

* 

6.9 X Aplicaeiones inyectivas de I„ en l m (n < m ) 

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicaeiones inyectivas de l n en I m , y 
que denotamos con 

Ih (I„ , I m ) = {/■■• I„ If e ® inyectiva] « 

Se necesita la restriccion n < m, ya que en caso contrario habria dos elementos del 
lorn inio con la misma imagen en el codominio, y ninguna aplicacion sen a 1-1. 

El elemento 1 de puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del 
codominio I m , es decir, existen m posibilidades para el 1 el„. Una vez asignada la . 

-:magen, para construir una funcion inyectiva, el 2 6 l n admite (m — 1) imagenes 
posibies en I m . Seleccionadas sendas imagenes para el 1 y el 2, se presentan (m — 2) 
posibilidades para la imagen de 3 e I n . Suponiendo hecha la seleccion de imagenes para 
1, 2. — 1, el elemento nel„ puede proyectarse sobre cualquiera de los 

m — in — 1) elementos restantes del codominio, y en consecuencia el numero total de 
ipiicaciones inyectivas de I n en I m es 

m . (m — 1). (m — 2) ... [m - (n — 1)] 


FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES 


Es decir, el cardinal de In (I n , l m ) es igual al producto de n factores decrecientes en 
una unidad, a partir de m. 

Denotando tal numero cardinal con el simbolo V m n , se tiene 


V m n - m . (m ~ 1) . (m - 2) ... (m n + 1) 

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de esta expresion por 

(m-n) (m-n - 1). 2.1= (m - «)! 


( 1 ) 


m 


m . (m - 1) , (m - 2) ... (m - n + 1) . (m - «)! 

1 _ r _ ^.i . ..- . . ii ii * ~ " “ " - - - ' - ' 

(m - fl)! 


v resulta 


ml 


m. 


(m - n)l 


i2) 


Demostraremos ahora esta formula por induccion sobre n, 

* 

i ) Si n — L entonces el numero de funciones inyectivas de I t 
exactamente m t y se tiene 

m.( m - 1)! _ m\ 

Vm -' m (m ~ 1)' (m-1)! 


en I m es 


ii ) Probaremos que si ia formula (2) vale para h, tambien es valida para h + l. 

Hipotesis) v _ m ■ 

m - h ( m-hY. 


ml 


Tesis) v m, ft +1 [m-(h + l)j! 

Demostracion) Supongamos defmida una funcion inyectiva de I* en l m . Si 
extendemos el dominio a elemento agregado, h + 1, puede hacerse 

corresponder con cualquiera de los {m — h) elementos restantes del codominio. Es 
decir, cada funcion inyectiva de 1^ en I m origina (m — h) funciones inyectivas de 1^ + i 
en y en consecuencia se tiene 

V m ,^i= V m , h .(m-h) 


m ,ft+ 1 


Usando la hipotesis inductiva llegamos a 


ml 


ml (m-h) ■' _ 


ml 


m,h +1 (m - h)\ ’ (m - h ). (m - h ~ 1)! [m — {h + 1 )J! 


Efemplo 6-2 L 

^Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con 1,2, 3,4? 

Cada numero pedido corresponde al conjunto imagen de una aplicacion inyectiva 
(ya que no pueden repetirse) de 1 3 en l 4 . Es decir, existen tantos numeros de tres 
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cifras distintas elegidas entre 1, 2, 3 y 4 como funcianes inyectivas de f 3 en I 4 , y 
resulta 

V 4 3 — 4.3.2 = 24 segun la formula (1) 

6.9.2. Relac6n de equivalencia en In (I n , I m ) (n < /«) 

Definition 

Dos ftnciones inyectivas de l n en i m son equivalences si y solo si admiten e! 
mismo conjunto imasen. 


Esta defiricion caracteriza una relacion de equivalencia en In (l n , I m K como puede 
verificarse ccn facilidad, 

De acuerco con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una 
particion dd conjunto de las aplicaciones inyectivas de l n en l m , en clases de 
equivalencia 

En el case del ejempio 6*21. las funciones 


/-{ll,l),(2,3),(3,4)} 


£={<1 ,3), (2,!), (3,4)} 


son equivalentes, ya que ambos conjuntos imagenes se identifican, A manera de ejem- 
plo nos proponemos exhibir la particion de In (I„, I m )con la siguiente simplification: 

Como todas las funciones inyectivas admiten el mismo dominio I 3 es suficiente, 
para caracteriza das, dar el conjunto ordenado de sus imagenes. Asi 

134 corresponde a / 

314 corresponde a g 

Si consideramos como imagen a 213, se trata de la funcion inyectiva 


con este c 


(a 

4 

r\ r> 

9 «-• * ? \ •• 

n.i3 

,3)} 

J 

articion 

de I f* i 1 - 

1 , s 
♦ '-»■**/ 

■as 

\ “»q 

i 4- 
l 

134 


132 

142 

143 

243 

213 

214 

314 

324 

231 

241 

341 

342 

312 

412 

413 

423 

321 

421 

431 

432 


En cada ciase de equivalencia hay tantas funciones como aplicaciones inyectivas de 
I 3 en 1 3 , es decir, 3.2. 1—3! elementos. 

El numero de clases de equivalencia es naturalmente igual al numero total de 


l UNCiONi-S ESTRK i AMI Ni l CRLCIENTLS 


funciones inyectivas de 1 3 en l 4 . dividido porel numero de elementos de cada ciase, es 
decir 4 , 

l4 ^3)L _ __11_= f * ) 

3 ! 3! (4-3)’ V3 J 


Si denotamos con C 4>3 el numero de clases de equivalencia se tiene 


4.3 


raL e 


It:* 


de clases t 


f* * *&* * ts 

[4 ilUuv 


t iniMnnpst ?n vp ctX V iiS 


S A V - 


V. % 


1 a a 


a o 




,a ^ S £ 


??? * 


$ i \ e-i * =1 

I & S vil 


m . 


En efecto sea V m . el numero de funciones inyectivas de l„ en donde esta 
definida la relacion de equivalencia (1). En'cada ciase de equivalencia hay tantas 
funciones como aplicaciones inyectivas de I„ en l, t . ias que son, ademas. sobreyectivas. 

e$ decir, biyeetivas. Este numero es. precisamente 


n»n 


(« - «)- 


El numero de clases es, entonces 


m 


m , n 


n\ (m - n) 1 


r m v 


.. n •• 


6.9.3. Funciones esiriciamente creek files de en f m 
Definition 

f \ _*i es estrictamente creciente si y solo si 

j * * n 

x <v fix)<fiy) 


I del parn 




/QlVU&ruiO 3 




i ** imirnm / de! parrato anterior es vstrittamciue |. A 

~~ " * . . __ > a upk<i> demen to en caua 

Volviendo a! ejempio propuesio en 6.4.,.., »» titgimc- jw-- .* _ .. 

. , i ^ n!T , 5 . renresentante de die ha ciase. La eieccion 

ciase de equivalencia. se lo puede lomar wou.u lepacseiua* ^ ^ 

natural esta dada por la funcion estrictamente creciente que tigura en cada ciase. y se 


CUi 


'Va I M -t, 


.a erection 


tiene 


123 124 134 234 


El numero de clases de equivalencia esta dado por el numero de funciones 
estrictamente crecientes de 1 3 en I 4 . Realizando esta identificac.on de clases de 
equivalencia con funciones estrictamente crecientes, podemos decir que ex,sten tantas 
clases como subconjuntos de 3 elementos pueden extraerse de 1 4 . 
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Ejemplo 6-22. 

W • mf 

<€uantas comisiones de 3 personas pueden formarse con 4 personas? Rotulando a 
las cuatro personas con 1,2,3 y 4, las selecciones 


123 


213 231 312 321 


eorresponden a la misma comision (se supone que no hay distincion de jerarqufas), y la 
seteccidn natural es 123, Esta corresponde a una funcion estrictamente creciente de I 3 
en I 4 , y en consecuencia el numero total de comisiones es 


A *N 


Q,3 “ 


V S 


±ii 

3! 


4,3,2 

3.2.1 


- 4 


ffempfo 6-23. 

j-Cuantos numeros de tres cifras jiistmtas pueden formarse con las cifras 1,2 y 3? 

A \a iuz de lo que hemos visto en el ejemplo 6 - 21 , se tienen tantos numeros como 
func.ones inyectivas de I 3 en i 3 , las cuales son, ademas, biyectivas. 

Entonces dicho numero es 

V 3.3 =3! =6 

6*9,4. Funciones de l n en l m 

Sean n y m numeros naturales cuaJesquiera. Se presents el problema de de terminal 
el numero de funciones de I„ en l m , 

Es daro que. eiegida una de las m posibilidades para la eleccion de la imagen de 
1 e 1 „. para el 2 tambien se presentan m, ya que no hay restricciones de inyectividad. 

' " numero total de tales funciones, que de no tamos con V’ m „,es m . m. , . m-m n , 

--V--—' 

n 

Demostramos. por induccion sobre n , la formula = m . 
i ) Si n = 1 , entonces se tienen m funciones de Ij en I m , es deck 

| = m = m l , con lo que la formula es valida en este case, 
ii) Supongamos que se verifica para n - h, es decir V m h — m . Debemos 


probarque V ^ h+1 


— + 1 


Sea una funcion de I h en l m ; si el dominio es ahora l h+i , entonces el elemento 
h 4 - 1 puede aplicarse sobre cualquiera de los m eiementos del codominio. Podemos 
decir que cada aplicacion de l h en I m caracteriza m funciones de \ h+l en I m , y ei 
iu mero de estas es 

VJn.ft + l ~ m * V'm.h 


Apticando la hipotesis y la definition de potenciacion, se tiene 


VJn.h+i = m. m h s= m h + l 


FUNCIONES CHECH Nil S 
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Ejemplo 6-24. 

^Cuantos numeros de tres cifras pueden formarse con 1, 2, 3 y 4? 

Como no hay restricciones en cuant o a que las cifras deban ser diferentes, los 
numeros 134, 143, 112, 222, etc., figuran entre los pedidos. Cada uno de elios puede 
considerarse como el conjunto ordenado de las imagenes de una funcion de I 3 en I 4 . 
En consecuencia existen tantos numeros de tres cifras formados con l, 2, 3 y 4 como 
funciones de 1 3 en I 4 , es decir 


4,3 


_ A 3 


64. 


6.9.3. Ftmcioises eredentes ds ! n en I m 
Sean n y m numeros naturales eualesquiera 


Definicion 

La funcion/: I rt -+I m es creciente si y solo si 

x <y «>/(x)</ (v) 

Ejemplo 6-25. 

i ) Las imagenes de todas las funciones crecientes de 1 3 en i 4 son 


111 

122 

133 

144 


233 

244 

333 

112 

123 

134 


j . 

234 


334 

113 

124 



224 




114 







♦ 


344 


444 


Hemos seguido una ley de formation a partir de 11, 12,13, 14, 22, etcetera 
ii) Las funciones crecientes de I 3 en l 2 tienen las imagenes 


111 

112 


122 




Llamando C mn al numero de funciones crecientes de l„ en l m , se tiene, para los 
casos an ten ores 

Q , 3 =20 Ci, 3 =4 

Observamos que el numero de funciones crecientes de I m en I n se identifies con el 
numero de funciones estrictamente crecientes de I m + n -1 en 9 ue 


4.3 


4 + 3 - 1,3 


= c 


6.5.4 

6,3- 3 , 


^ 2,3 “ ^2 + 3 - 1,3 “ ^ 4,3 — 


4.3 


= 4 


20 
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Teorema E\ numero de funciones crecientes de I n en I m es igual al de funciones 
estrictarnente crecientes de I n en I m + n - 1 - 
Tesis) C m = Cm+rt-i 

Deir.ostracion] Sean A el conjunto de todas las funciones crecientes de I„ en I m , y B el 
conjunto de las funciones estrictarnente crecientes de I„ en I m+ „-i- Nuestro 
proposito es probar que c (A) = c (B), es decir, que A y B son coordinables. Para esto 

es suficiente verque existe urta aplicacion biyectiva de A en B. 

Para jeiinii tal aplicacion hay que asignar a cada funcion de A una unica funcion en 


* r 


Sea f e A. La imatsen ue j es 

“ 4 > 


- ft * i<■ 

i ^ i h /1 


***■ * n <* ft 


fin) 


tal que pars todo / = 1 , 2 ,..., n se veritica 1 (0 ^ m (1 )• 

A expensasde/, definimos g : ln" > I m -»n— l mediante las asignaciones 


g(l) 


(2) < g (3) = 


/(l) 
/( 2 )+ 1 
/( 3 ) + 2 


g («) = /(«) + (« ~ 0 


De esie racdo, los valores extremos que puede tomar g son, de acuerdo con (1) 

m + n — 1. Alemas, teniendo en cuenta (1) y la definicion deg.se verifica 

/e A => / (1) </(2), y cotno 0 < 1, sumando resulta 

/(l) + 0</(2) + 1 . 


»cir 


t {~) ■+* I 


*n)<*( 2 ). 

Procediendo analogarnente vale la proposicion 

* 

1 </(l)</(2)+ 1 </(3) +2< ... </(«)+(«- 1 )<m+n 


1 «g(l)<g(2)<.g(3)< ... <g(n)<m + n 


Es decir 
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La asignacion propuesta en (2) pe route definir la aplicacion 

F : A **> B tal que F (/) - g 

Falta probar que F es biyectiva, Para ello estudiamos 

i ) Inyectividad de F. Sean fyf* en A, lalesque F ( f) — F (/ ),es decir, tales que 
g = g\ Esto significa que los conjuntos 

{/(l) ,/( 2 ) + 1 , ,/(«)+(«- 1 )} 

(fit ),/’(«) + 1 . • • • yf’(n) +(n - 1)} 


f * Y\ 


son iauaies, y en consecuencsa^ u; - 


f {/) cualquiera que sea i 


i ^ 

■d -A 


Resulta entonces / — fi y por lo tan to, F es inyectiva, 

ii) Sobreyectividad de F. Sea# 6 B. 

Entonces# * In I m n —i es estrictarnente creciente, y se tiene 

1 <*(D<*(2)<*<3)<.. 

Ahora bien. g<2)>g(l) -g(2)-g(l)>0 => g (2)-g<! » 1. ya que todo 
numero natural es mayor o igual que 1. Resulta g(l)<g(2) 1. y procediendo 

analogarnente tenemos 

1 <g(l)<g(2) -l<g(3)-2 <...<g(«) 

Esta situacidn permite definir la funcion/: I n ->I m , creciente, con la asignacion 

f(0 = S w) -('-!) 

Entonces, cualquiera que seag € B. existe / e A tal que F (/) = g. 

Las partes i ) y ii ) prueban que F es biyectiva, es decir, A ~B, y en terminos de 

numeros cardinales vale la formula 


^m.n ” + n — 1 


m + n 



* 


n* ns 




^ - -s - U 

iu is 




de personas 1 ^ , 

Rotulemos a los alumnos con: 1, 2, 3, v 4, y las aulas con. 1,2 y jj. Es daro quo 

una distribution de las cuatro personas en las tres aulas esta asociada a una funcion de 

1 en I ; por no haber distincion de personas, el hecho de que entren dos personas en 

ei auia V. una en el aula 2 y otra en el aula 3 esta dado por una funcion cuya imagen es 

cualquiera de las siguientes: 


1123 

3121 

3211, etc. 








Ai no haber distinrion, estas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la 
mi ma. De eilas elegimos natyralmente la que define a una funcion creciente de I 4 en 

S , - i —tr 1123. 

» ^ ■ * i* ♦ .. . t t t 1 i a *ill*mttOC 

. iid diSinoucion imuina pui h^ v **&*****~«*> «*~**«*~- 

-nraron en el aula 1 y el euarto en el aula 3. 

De mode que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin 

ii * melon de las personas, como funciones crecientes de 1 4 en l 3> es decir 

D6A 6. 5.3.4 __ t g 
C3.4 -C 3+4 _,,4-C 6 ,4-( 4 ) 4 ,3.2.1 


V 


6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de l m en I m 
Sean los numeros naturales m, m s , m 2 .w n , que 

Pi 

m ~ m 1 + m 2 4... 4 ffi n — ^ m i (0 

i- 1 

Asociada a la descomposicion { i), queda espeeificada la siguiente particion de l m en 
intervales naturales cerrados 

l m = H ,^] + [m x + 1 >m t 4 m 2 ] 4 [raj + m 2 4 1 ,m l 4 m 2 4 m 3 ] 4 . .. 4 
fft-i 1 

4i Z till 4 1 , YYl (2) 

L*“i 

* 

donde el signo 4 denota una union disjunta. 
i ) Definition 

La funcion / : I m es estrictamente creciente por trazos, respecto de la 

* particion (2). si y solo si es estrictamente creciente su restriccion a cada 
sub con junto de la particion. 

* 

* * 

t empio 6-27 . 

En eorrespondencia con la descomposicion 9 = 2 4 4 4 3 ve tiene la siguiente 
fun don estrictamente creciente por trazos de I 9 en I 9 . 


■4 


EUNCIONLS ESTRICTAMENTE CRECIENTES POR TRAZOS 
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Sc tiene aqui la particion i 9 = [1 , 2] 4 [3,6] 4 [7 ,9 J, es decir 


(1 , l} 4 {3 ,4,5 , b} 4 < 7,8,9] 


Y ia restriccion de /a cada eiemento de la particion es estrictamente creciente. 
Ejemplo 6-28. 

Determinant el numero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I, 
en !-. respecto de la particion de I 7 asociada a la descomposicion 7-3+4. De 
acuerdo con la definicion. la restriccion de cada una de las funciones a los 

subconjuntos I 3 e 1 4 debe ser estrictamente creciente. 

Se sabe que el numero <je aplicaciones estrictamente crecientes de I 3 en I, es 


c» -( 3 ) 


Ademas es claro que cada funcion estrictamente creciente de I 3 eff l 7 define 
univocamente una funcion estrictamente creciente de 4, 5. 6 , 7 en I 7 . Por ejemplo, si 

g : 1 3 -*I 7 esta defmida por 


*< 1 ) 


^(2) - 5 g( 3 ) = 7 


queda detenninada h : { 4 , 5 . 6, 7 } -+ 1 7 estrictamente creciente y unica. a saber 


h (4) = 1 h (5) = 3 h( 6 ) = 4 


h (7) = 6 
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Fn consecuencia, el niintero de aplicaciones estrictamente crecientes poi trazos de 
1 7 en I 7 es el de funciones estrictamente crecientes de I 3 en i 7) que denotamos 

median te 


, 3,4 

? V3 ) 


_JL 

3! 4! 


En el caso del ejemplo 6-27* tal numero es 


2 , 3 , 


♦ W . 4 * 


ii ) Propiedad, El mimero de aplicaciones estrictamente c 
de I m en l m , respecto de !a particion i 2), esta dado por 


tn j i tn 2 f* - *!'^ fi ^ 


m x ? • • * m n* 


Para cada m fijo hacemos induccion sob re el numero n de element os de la particion 

de l m . ^ „ 

a) Si n = i, entonces la particion tie ne como unico elemento l m , y la unica tunc ion 

estrictamente creciente de l m en I m lo es estrictamente creciente por trazos. es decir 


P m ‘ = 1 = 


m\ 


Wi! 


ya que m — m { 


b) Suponemos que la formula es valida para n - h, y demostramos su vahdez para 

n = A + L , 

Cada funcion estrictamente creciente por trazos de en S1 mismo 

deiermtna C m>Wh+1 funciones estrictamente crecientes por trazos de \ m en i m , 
respecto de la particion asociada a la descomposicion 


m — mi + m 2 + . • * + nth 


Entonces 




, „m o „.,.m 

* ®» e * 


ti — m ifj +1 


Aplicando la hipotesis inductiva. se tiene 


m ,. m 


2 ■><*<• « * *** j 


(m ~~m h ±i)t m\ 

m i! m 2 1... • m h+\\ \ m ~~ m h + \ )• 


Es deeir 


pi i t W 2 , ***' ^ ft I .. 


m\ 

nu ! m 2 - - + i ■ 


COMBINATOR1A SIMPLE Y CON REPET1CION 
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Ejemplo 6-29. l 

• Cuantos numeros distintos pueden formarse permutando las cifras del numero 

t 

11 Cadfndmero que resulte de intercambiar las cifras de 1 p“ 

aplicaci6n estrictamente creciente por trazos de I, en 9 , yrecip ™ C . cj d a b 
ejemplo, el numero 133221323 determina la apl.cac.on de 1, en 1 9 , asociada 

particion correspondiente a la descomposicion 9 - 2 *F 3 4, 

/(I )=1 /(2) = 6 /<3) = 4 /(4) = 5 /<5) = 8 

/(6) = 2 / <") — 3 / (8) = 7 f(9) = 9 

t a manera de determinarla es ia siguiente. a cada element© del domi 
«« cre.o " "®" q ” °“ P “ » 

” U B™o P r«m.T,e . tod, funcion ettricoru.ure creciente P« tntto, tespeno de h 
P ,S!“ "on* u» numero que ,= deduce d„ dado, in.etctmtbi.ndo l„ eta. 

Asi.si/: 1 9 -I 9 estalque „ 

/(U= : /(2) = 9 /(3) — 5 /(4) = 6 f{5)~ > 

/(7) =3 /'(8) =• 4 f(9) = 8 


y pedidos es igual al de f~- strictamen ‘ 

te crecientes por trazos de I, en I„ respecto de la particion dada, es decu 


. 2 , 3,4 


9! 

2! 3! 4! 


9 . 8 .7 .6 ■ 5 ■ 4! 
T72.1 . r. 3 . 4! 


= 9 . 4 . 7.5 = 1260 


6.10. COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION 


6.10.1, Concepto 




vacio con un interralo natural inicial. 

ldemiticanc .0 un cunjun.*. - H»t»rminaci6n de! numero cardinal de 

wpC rto de la coordinabUidad, la respuesta a la determmacton del numero .a 

lios subconiuntos del mis.no puede iogtarse a la luz ae cterio upo lun..^n 

entre* intervales «atunties iniciales, ya estudiadas en los P^n.a. ^ 

presentan^ dependen del tipo de funcion que pueda diagnosticarse en relacon .on .1 

problema, y son los seis que se tratan a continuacion. 


5, ya 


.IPV. I* 


•nj B 1 




6.10.2. Variaciones simples de m elementos de orden n. (rt ) 

Definition * ’ , 

Variaciones simples de tn elementos de orden n. o variaciones n-anas 

. elementos, son todas las funciones inyectivas de 1„ en I, n . 





COORDINABIUDAD. INDUCCION COMPLEX A. COMB 1N ATORIA 


( nno todas las funciones inyectivas de I„ en \ m tienen el mismo dominio I„, 
cua!Juier variacion simple queda determinada por las segundas componentes de los 
l' o’denados correspondientes a la funcion. Desde este punto de vista, toda 
v r:, ion rt-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de n elementos de I m , Es 
claro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos 
van ad ones simples son distintas si difieren en algun elemento, o bien, si constan de los 

misnios, deben diferir en el orden. 

De acuerdo con 6,9,1su numero esta dado por la formula 


\r 

'nun 


(m ~ n)\ 


if wi 
tit « \ii* 


1 ^ i w 

x / * | r fi 


9 v i w 

trnr § * • g 


-L n 


•j ■, 


0.3, Permutaciones de n elementos 


vVj/Wcwi « 


Permutaciones de n elementos son todas las funciones biyeetivas de I rt en 

>: )mo toda funcion biyectiva de I n en I„ es inyeetiva, se tiene un caso particular de 
varadones simples, donde m — n. 

Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutacion de n elementos es un 
cornunto estrictamente ordenado de l n , Su numero, de acuerdo con 6.9,1., esta dado 
per la formula 


P = V rs -. . 

n («-/*)! 


U decir permutaciones de n elementos se debe entender que son simples, en el 
sespado de que no hay repeticion, por la inyectividad. 


6.19,4, Combinaciones simples de m elementos de orden n . (n K m) 

Definition / 

Combinaciones simples de m elementos de orden n , o combinaciones tt-arias de 
m elementos, son todas las aplicaciones estrictamente crecientes de I r , en I m . 

Una tal aplicacion estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos 
de I ri , de modo unico. A1 mismo concepto puede llegarse en virtud de la relacion de 
equh-alencia deftnida en el conjunto de las funciones inyectivas de en l m , de 
acuerdo con 6.9.2. 

»* 

El numero de combinaciones simples esta dado por 




m y n 


\ n j 


4 
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6.10.5. Variaciones con repeticion de m elementos de orden n 

■i 

Definition >T 

Variaciones con repeticion de m elementos de orden n son todas las funciones de 

l C III 5 tyj , 

Hn este caso no existen restricciones de n respecto de m. ldentificando cada 
variacion con repeticion con el correspondiente conjunto ordenado de las imagenes, 
ocurre que cada una es una n-upla de elementos de . Su numero esta dado, de acuer- 

do con 6.9.4., pot 

V' = m n 

m « rt 

6.10.6, Combinaciones con repeticion de m elementos de orden «. 

Definition * 

Combinaciones con repeticion de m elementos de orden son todas las funcio¬ 
nes crecientes de l n en l m . 

En este caso. m y n son numeros naturales cualesquiera. 

* i 

De acuerdo con 6.9.5.. su numero esta dado por la formula 


c — c - 1 

m.n 


m + 


* k * 

6.10.7. Permutaciones con repeticion 

En muchas situaciones. los elementos de un conjunto estan clasificados en tipos: 
digamos. por eiemplo. un conjunto de 9 libros. entre los cuales hay * de algebra. 3 de 
geomema y 4 de filosofia, En cada caso se supone que son del mismo autor, ediuon, 
etc., es decir. indistinguibles. Un problema de interes consiste en la determmacion de 
las distintas maneras segiin las cuales pueden ordenarse dichos libros en un estant,. 

Una ordenacion posible es GAFAFGFFG. Es claro quasi sepermutanentrcs, 
dos libros de filosofia. el otdenamiento es el mismo. Una distnbucion distinta de los 
libros en el estante puede lograrse si se permutan libros de distmto tipo Ahora bien 
rotulamos los libros asignando el 1 a los de algebra, el 2 a los de geometria ye. 
de filosofia. la ordenacion propuesta- es 

213132332 

El problema consiste en determinar cuantos numeros pueden obtenerse mtercani- 
biando las cifras de! propuesto, lo que se identifica con el numero de a P ' ca 
estrictamente crecientes por trazos de I, en 4, respecto de la part.c.on asociada a la 
descomposicion 9 = 2+3+4. Tales aplicaciones se Hainan permutaciones c 
repeticion de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A. 3 del tipo Gy P 

F. 


o 




Definition X 

Permuta.iones con repeticion de m elementos, entre los cuales hay m, del tipo 

A( a = 1,2.«), Siendo m = m , + m t +...+«« (D son todas las aplica- 

ciones earictamente crecientes por trazos de I m en I m , asocmdas a la particion 
de I m ccrrespondiente a la descomposicion (1). 

Segun 6.9 £ ii), su numero es 







Ejemplo 6*30 

Seis persoias viajan en un vehieulo que tiene 10 paradas. o 0e cuantas manera* 
pueden bajarss en los siguientes cases? 

i ) Si a o sumo baja una persona por parada. 

il) Sin estricciones. 

En ambos :asos. considerar la situacion eon distincion y sin distincion de personas. 

Oheervam^ aue cada distribucion de las 6 personas en las 10 paradas define una 
funcion de l 6 en I 10 . Asi, 122279 indica esta situacion: una persona desciende en la 
primera parada, tres en la segunda, una en la septima y una en la novena. 

i ) A lesumo baja una persona por parada. 

Significa cue personas distintas bajan en paradas distintas, y, si se hace distincion 
de personas, iistribuciones como 134679 y 371496 son diferentes. Cada d.stnbuc.on 
de las 6 persanas en las 10 paradas, con distincion de personas, define una tuncion 
invectiva de 6 en 1 j 0 y, en consecuenda, el numero total, es el de variaeiones simples 

de 10 elementos de orden 6 


Si no 


Pvt 

'j; -*t - 


ersonas 


Vio,6 = 10.9.8.7.6.5 

se hace distincion de personas, las distribuciones 134679 y 371496 
ler a la misma situacion y se selecciona la que esta asociada a una funcion 
ament* creciente de l 5 en S l0 En conseciwncta. si no se hace distincion de 
ia’ tantas distribuciones como comb mac tones simples de 10 elementos de 


simples \ 


eierr 




10,6 


V | 0,6 
"" 6 ! 


* 

ii) Sinrestricdones. 

En este ctso puede bajarse mas de una persona por parada, y, si se hace distincion 
de personas, cada distribucion define una funcion del, enl 10 :es claro que se trata de 
las variacioms con repeticion de 10 elementos de orden 6, y su numero es 

V’,0.6 = 10 6 


COM BIN ATORIA CON REPETICION 



Si hav distincion de personas, 122279 y 721229 correspond*#. a situaclones 
diferentes. tiro si no se hace distincion de personas definen la misma d.stnbuc.on y e 
elise la que corresponde a una funcion creciente de 1 6 en 1, 0 - El numero tota , 
case, es el de combinaciones con repeticion de 10 elementos de orden 6, es dectr 



ClO + 6- 1,6 ~ ^15,6 



Ejemplo 6-31 



Cuantas diagonals tiene un poligono convexo de n lados? 

El numero de vertices es n. y, por defmicion. tres cualesqu.era 



esxan alineados. 



Fi numero total de rectas distintas esta dado por el numero de funciones 

estrictamente crecientes de h >«. y»‘ J - P J * { En consec uencia, el 
misma. Entre estas rectas figuran los lados y las aagonaies. 

numero de diagonales esta dado por 



juntas? 

Una posible formaeion de ias 10 personas es 


a 4 a $ * * * fll ° 

Si no se especificaran condiciones, el numero total seria el de funciones biyectivas 
d£ sin ^^^^podemos suponer que las tres primeras permanecen 



* 
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juntas. y en primera iristancia pueden considerarse como tin solo objeto, con lo que el 
niiinero total se reduce a 8 , y se tienen P 8 arrcglos distintos. Ahora bien, en cada uno 
de estos, las tres personas que estan juntas pueden permutarse entre si, originando P 3 
alineaciones diferentes. Entonces el numero total es 

P 8 . P 3 - 8 ! 3! 

Ejemplo 6-33. 

En una urna hay 5 bolillas blancas y 6 boHllas negras numeradas. Se extraen 
muestras de tamano 7. ; t Guantas de tales muestras pueden extraerse? t ;En cudntas de 
cIEl* nguran exactamente 3 bolillas blancas? 


b s 


« \ 


mb 

• &3 


mn 2 

»3 n 

m • 


1 El experimento consiste en extraer al azar 7 bolillas de la urna, sin reposition. 
Es decir. se extraen una por una v no se reintegran hasta contpletar las siete. 
Dos muestras como 

h\ b 2 n 2 nn n 4 n 5 n b b 3 n 3 b 3 n 6 n 4 n s b 2 b x 

json la misma, y existen tantas como subconjuatos de 7 elementos pueden 
form arse con 1 1 dados, es decir 

V,, , i ! in o q 


Cn,? -C|i, 


u ,4 

4! 


11 . 10.9 .8 
4.3.,2.1 


- - 330 


ii ) Consideremos aliora las 330 muestras aleatorias de tamano 7 que pueden 
obtenerse. Estamos interesados en saber cuantas de tales muestras contienen 
exactamente 3 bolillas blancas. 

Hay C s 3 maneras de elegir 3 bolillas blancas entre las 5 que existen. Por cada una 
de estas posibilidades se presentan C 6 A maneras de seleccionar 4 bolillas negras entie 

las 6 que hay. En eonsecuencia, el numero total de muestras que tienen exactamente 3 
hoi iHas blancas es 


C5.3 e 6 , 4 


5.4.3 
3.2 . I 


. 5.4.3 

4 .1.271 


= 150 


1 


COMBIN’ A fORl A 


2<i2 


Ejemplo 6-34. 

Hay trcs tipos de medallas: 3 de oro, 2 de plata y 4 de cobre. ;De cuantas maneras 
pueden distribuirse entre 9 personas, si a cada persona le corresponde uria y solo una? 

Cada distribution de las 9 medallas entre las 9 personas define una aplicacion 
estrictarnente creciente por trazos de I, en I 9 , respecto de la panic ion asociada ala 
descomposicion 9 = 3 + 2 + 4. Se trata, entonces, de las permutaciones con repeticion 
de 9 elementos, entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo P y 4 del tipo C , > su 


numero es 


3 2 4 


V 4! 


1260 


Ejemplo 6-35. 

Jf C'udntos terminus tiene un polinontio com pie to v homogeneo de grado 2 cor a 

variables? , 

Sean estas a lt as v a 3 . Como el polinomio es homogeneo, tcdos los term in os son 

de grade 2. Ahora'bien. cada funcion creciente de 1, en l, determina uno de los 

term in os del polinomio. ya que las imageries x ,.v 3 y x } x , corresponden al niismo 

termino, v se eonsidera la que es creciente. ^ 

E) numero total es el de combinaciones con repeticion de 3 elementos de order: 


C = C 
^ 3.2 


4.3 


4 n 


El polinomio puede escribirse 

?{x x ,x z . x 3 )-a ii x] + a 22 x ~ 2 + x « Xl x * + x ' 2 x * 
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TRABAJO PRACTICO VI 


15. 


n 

2 i 3 = 

i~ 1 


n V 

2 H 

i=l / 


** Demost'rar qua ,a su^sul dtSs «p.cto del promedio es 0, es dedr 


Demostrarque 


i (Xj — x) = 0 
i=l 


I 

s - *— 
V l— 


* i- 


V v-v. 

w -A $Aj 


6-J9. Sabiendoque x if * 2 , * * - son ta * es ^ 


g x 2 =100 y i 

i=i 1 


= — 20, calcular 


i~ l 


(x. — 2)' 


6-40. Demos trar 
i ) 2 n\- 


!)(«— 1)’- = n ' + (" 


ii) 


(m + 1)! 


(n + 1)! 


6-41. Hallar x sabiendo que 


r 7 ~)J 1 1 

\ v 2 — % J v.2 x - -C 


6-42. Desarrollar las siguientes potencias 

i ) {-la 3 +—J 

ii) (Vx + \/y) 4 

£ i ) Sabiendo que #+<?** 1 * calcular 


/. * 

*• * " =* 


jo-x . ^ 

m g 


« je; « i „L | _±- 

ii)Calcular £ Q H \^ k J ^ ^ 3 y 




Hallar la «m> da to *<nl»» sa V 79 “ de <" 2 9 * ' » 

M5. Determiner * rabieirdoque tl rdrmlno central del desarrollodebc + 

u> 


vale 



4 


2 * *6 


COORDINAB1LIDAD. INDUCCION COMPLEX A. COMBINATORIA 


6-46. Sea I — 2 x + 


. Determinarx sabiendo que I 3 4- T 6 — 0. 


f j a io 

6-4 7 Hollar e] term inn de grade 5 del desarrollo de I a* 2 — -— 

v X 3 

f 1 A 15 

6-48 Hallar los terminos de grado natural del desarrollo de [jc + ~r J 

6-49, ^De euantas manenis se pueden eoloear 12 iibros en un estante, si tres de ellos 
deben estar juntos?’ 

'*50, t ,De euantas maneras se pueden alinear 10 personas, sabiendo que dos de ellas no 
pueden estar juntas? 

( afeular la suma de todos los numeros de 4 cifras no repetidos que pueden 
fonnarse con 1,2.3 y 4. 

■->52. (< Cuantas distribuciones circulates pueden formarse con 6 personas? 

>53* Ocho puntos del piano son tales que 3 cualesquiera no estan alineados. salvo 4 de 
ellos que si io estan ^Cuantas rectas determinan? 

>54. -.Cuantas comisiones de 6 personas pueden formarse con 8 varones y 9 mujeres, 
sabiendo que al menos un varan Integra cada comisiorU 

>55. ;De euantas maneras se pueden distribuir 100 boteilas de leche entre 10 
comercios? 

6-56. u Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con 0. 1, 2, 3, 4 y 5"! 

>57. ^Cuantos numeros de tres cifras pueden fonnarse con 0, h 2, 3,4 v 5? 

6-58. De un mazo de naipes Franceses ( 52 cartas) se extraen cinco cartas sin reposition. 
i,De euantas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases? 

6-59. Entre 36 cartas hay 4 ases. Se retiran tres cartas sin reposition. ^Cuantas 
colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases? 

>60. iEr\ euantas numeros de k cifras elegidas al azar entre 1, 2, 3. . . . , 9, aparece 
exactamente 4 veces el numero 1? (k > 4) 

6-61. Se eonsideran n personas alineadas al azar. 0 En euantos, de dichos arregios. hay 

exactamente k personas entre dos determinadas' 1 

♦ 

>62. ^Cuantos pohgonos determinan 10 puntos del piano, sabiendo que 3 cualesquie¬ 
ra no estan alineados? 

> 

euantas maneras pueden alinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que 
aparezean alternados? 

>64, - { Cuantas >uplas pueden fonnarse con los numeros 1, 2 y 3? 

^En euantas aparece exactamente k veces el 1? 
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6-65. Determinar el numero de pronosticos posibles que corresponden a una fecha de 
* los 13 partidos del juego llamado Prode. En cada partido puede apostarse a local 
empate o visitante, ^Cuantos de tales pronosticos tienen k aciertos? 

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinite) de un conjunto numerable es nume¬ 
rable. 

6-67. Demostrar que la union de un numero finito de conjuntos numerables y 
disjuntos dos a dos es numerable. 

6-68. Doce aiumnos cursan una asignatura que se dicta en 4 horarios distintos, <JBe 
euantas maneras pueden distribute los 12 aiumnos en los 4 horarios? 
^Cuantas distribuciones determinan el mismo numero de estudiantes en los 4 

horarios? 

6-69. Una persona apuesta 10 S en una carrera en la que intervienen 5 caballcs. 
^Cuantas apuestas distintas puede hacer si cada vale cuesta 2 S ? 

6-70. Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo A v de 8 del tipo 
B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. 0 De euantas mane* 
ras puede realizarse la experiencia en los siguientes casos? 

i ) Sin resmcciones. 

ii ) Una sustancia determinada del tipo A debe ser incluida. 
hi) Dos sustancias determinadas del tipo B no pueden inciuirse. 




Oapitulo 7 


SIS7EMAS AXIOMATICOS 


7.1. INTRODUCCION 

Ei desarrollo k la matematica actual es principalmente abstracto y se 
gran parte, por k via de los sistemas axiomaticos, cuyo concepto ^ expon 
aresente capital, Este panto de vista representa el avance 

cientifico, entro.ca los cases particulares y concretes en sttuacones gene es tte la 
cuales aquellos se derivan, y esencialmente permite conocer mejor lo que »«*“**“ 
de un mode fngmentario. Como ejemplo de sistema axtomat.co se desarroUm c 
algebra de Boole y una introduccion al sistema axiomatico de Peano que conduc 
estudio del nutrero natural. Finalmente se presentan las estructuras algebratcas 

monoide y semigrupo. 


7.2. SISTEMAS AXIOMATICOS 


7.2.1. Concepto 

Un sistema tuiomatico, en matematica. consiste en los siguientes objetos: 

i \termints primitims constituidos por elementos. conjumos o teiauone- 





» Wrsvmm Que son fuiiciones proposicionales cuantificadas, rerdiivas a las 

variables que representan a los terminos primitives; esdecir, son propiedades 
a las cue deben satisfacer dichos terminos primitivos. Los axtomas de me 

imph'citamente a estos. 

Hi) deflnidones de todos los terminos no primitivos. 

iv) teorerras, es decir, propiedades que se deduce n de los axiom as. 

Anexada al sistema axiomatico se admite la logica bivalente, con cuyas leyes es 

posible demostiar los teoremas de la teona. „ nnrrptoq 

Cuando se sustituyen las variables o terminos primitivos por sigm ic ’ 

se tiene una interpretacion del sistema axiomatico; si esta interpretacion es tal que 
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* PTitonces sc tiene un modelo del 

S rSST - en - *— - 

V — * W p«*« - 

Ejemplo 7-1. 

Consideramos el siguiente sistema axiomatic 1 1 nida en A es decir, 

i ) ten, nnos primitivos. Un conjunto A, y una relacton R dJuuda A, 

R C A X A , * define la relacion. 

No se espeeifica aqui cual es el conju 

n £ ^ *** * * 


A, R es reflexiva en A 

Aj i R es antisimetnea en A 

Aj ■ R es transitiva en A R es una relation de orden 

Los tres axiomas pueden resumirse en el siguiente. 
amplio en A. , 

ml defmcion: en A se considera la relacion S. tal que 

I [a, h)€S {b ,&)£& 

« rt^nni^dsd relativs a S 

iv) teoremas. Demostramos ui stguieme 
Ses reflexiva en A. 

Va:ae A *+(a,a)eR por A t 
(a, a) eR =>(a,a)eS por iii) 

Entonces, por la ley del silogismo hipotetico, resulta 

V a :a € A **■ (a, a) e S y m conse^ s es an ,i sim ettica y transitiva en A. 

Con ptocedimtento anaW*^ deirmina un orden amplio en A. 

Esto signifiea que la relacion S. ’ este sistenla axiomatico: 

Damos las siguientes mterpretacio P y R e s la relacion de "menor o 

kua'i". se veritican A,. A ; 'y A, La.e.auon^ 


be 


.llUUClU v*v 


:ema axiomatico 


ru bi 


Jt <-> .»r 




oniunto de las partes de un conjunto U. y R es la *1™** 

It* 


v sc tiene otto tn 


7.2.2. Propiedades de los sistemas axiomaticos 

■ j .irminne nrimitivos y de propiedades relativas a 
No toda coleccion arbitrary <|* ' que de los axiomas nose derive 

estos caracteriza un sistema axiomatico. E ^ p ^ piedad de compa tibilidad o no 

ninguna contradiccion, es dear, P desarrollo del sistema aparecen dos 

contradiccion. Si esto no ocurre, o sea si . ^ ^ incompatible 0 inconsisten- 
axiomas o teoremas contradictories, entonc 









1C. La compatibilidad es eventuaimente imposible de probar, ya que habria que agotar 
tod os Ios teoremas de la teoria y comprobar su no contradiccion. La compatibilidad de 
un sistema axiomatico puede probarse indirectamente exhibiendo un modelo. 

Otras propiedades son aconsejables en todo sistema axiomatico, aunque no 
neeesarias, Sin entrar en detalles, mencionamas las siguientes: independencia del 
sistema, en el sentido de que ningun axioma pueda probarse a expensas de los demas. 

La no independencia de un axioma no niega la consistencia del sistema. Sea un 
axioma A t de un sistema compatible. Diremcs que A t - es independiente si y solo si el 
sistema que se deduce del dado sustituyendo a A,- por su negacion, es compatible. 

Si un sistema axiomatico compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la 




verUud o ia talsedad. ae todo enunciauu reiauvo a ia itoua, cmuuwci ac uivv 4 m; w 


completo o saturado. 

Por otra parte, si dos modelos euaiesquiera de un sistema son isomorfos respecto 
de las relaciones y operaciones definidas en los m ism os, entonces se dice que dicho 
sistema es catesorico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica ia 
saturation del mismo. 



7.3. ALGEBRA D E BgQLE 

7.3.1. Concepto 

El sistema axiomatico que conduce al algebra de Boole consists en 

i )terminal primitives son: un conjunto B # <t> y dos funciones que se 

denotan con + y . 

ii ) axiomas 

Bj : + y . son dos leyes de composicion interna en B. 

B 2 : 4 y . son conmutativas. 

B 3 : + y . son asociativas. 

B 4 : 4 y . son distributivas, cada una respecto de la otra. 

B 5 : Existen neutros en B, respecto de 4- y de . que se denotan con 0 y 1, 
respectivamente. 

B ft : Todo element© a e B admite un complementario a\ tai que 

• * 

a 4a’ = 1 y a .a — 0 

* 

Ejemplo 7-2. 

Los siguientes son modelos del algebra de Boole: * 

al Si U es un conjunto, entonces el conjunto P (U), de las partes de U, con la union j 

e in ter sec cion, constituve un modelo de algebra de Boole, siendo el conjunto 0 y el 1 

* £ 

” « ] 

| 
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mismo U los neutros para dichas operaciones. Ademas, todo subconjunto de U admite 
un complementario que satisface B 6 . 

b) Si B -{ 1 ,2 .3 ,5 , 6 , 10 ,15 , 3 o} =|.t e N / x I 3oj, + = v denota el 

rmnimo comun multiple, y . — a significa el maximo comun divisor, entonces resulta 
otro modelo de algebra de Boole, donde los neutros son, respectivamente, l y 30, 

7.3.2. Dualidad en el algebra de Boole 

Se llama proposition dual correspondiente a una proposicion del algebra de Boole, a 
la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones 4* y . , y sus 

eieniemos neutros 0 > 1 . 

AsL los dudes de los seis axiomas relativos a la operacion 4- son ios seis 

correspondientes de la segunda operacion. 

El principle de dualidad establece que el dual de un teoiema del algebra de Boole es 
tambien un teorema del mismo sistema axiomatico, * 


7.3,3, Propiedades del algebra de Boole 

Sea ( B , + , un algebra de Boole. Demostramos Ios siguientes teoremas, : 

l) idempoteneia 

En efecto # e R =>a.a—a 


aeB =>a . a=a 


a e B => a. 1 = a 

por B 

=> a „ (a i- a*) ~a 

por B 

=> a . a 4 a , a’ — a 

por B 

=> a , a 4 0 = a 

por B 

a . a = a 

por B 


Por el principio de dualidad se tiene 

* D aeB =» a 4 a = a 

ID a +1 = 1 


En efecto, por B 6 , B 3 ,1’ y B 6 tenemos 

a 4- 1 = a 4 (a 4 a*) = (a 4- a) 4- a’ 
= a+a’= 1 

Por dualidad resulta 


4 

III) Ley involutiva. 


II') a. 0 = 0 


aeB => (a')' = a 



“M > 

-w X ^ 
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aplicandosucesivamente B 5 ,B 6 ,B 2 , B 4 ,B 3i B 6 , B 6 , B 4 , B 6 Y B s resulta 

(a’)' = (a*)’ + 0 = (a’)’ + (a . o’) = 

= (o’)’ + (s’. a) = [(a’)’ + a’\ . [(a’)’ + «1 = 

= \a' + + («’)’] = 1 • l a + ("’ft = 

s (a +a’). [a + (a'H =« + [“’• ( a ’)l = 

= a 4- 0 ^ & 


\ ) Lev le ue 


Consideiemos 


0 sea 


ia + £?) 


(<*+«. fa’. ^) = (a , .& , ).(fi + ^) 

= £’).*] +[fa*. 

= [{do a") * a] + [fa* * b*) • b\ “ 
~\b*. fa . tf)] fa • iP . b)\ — 

= ( 6 ’. 0 )+(^. 0 ) = 0 + 0 = 0 


(a + i>). fa’* &') = 0 


U) 


Anaiousmente. se llega a 


De (I) j < 2) resuita 


i t inrna dual es 


(a + &) + («’. &’) 


(a + b)' = a . b’ 


e 

h) 


* B 1 . 

- fjt 

- m * ^ 


( 2 ) 


7.4. SISTEMA AXIOMATiCO DE PEANO 
7.4.1. Teoria de Peano 

El sistema axiomatico de Peano es esencialmeme ordinal, y define ajc«ij™» de 
los numeros natu rales algebrizado con las operac.ones de adicton y multiphcacon, 

salvo isomorfismos. Consiste en 
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i ) ter mi nos primitives: 

un objeto, que se denota con 1 
un conjunto N 0 

una funcion, llamada “siguiente” o “sucesor”, que se simboliza con k V\ 

* 

ii) axiomas 

Aj : el objeto 1 es un elemento de N, es decir 

\ eN 

J |i 

A* : la funcion ‘siguiente” es una aplieaeion invectiva de N en N - < i ;. 


—► S 


Este axiorna establece 

a) todo elemento de N tiene un sucesor y solo uno. 

b) el 1 no es sucesor de ningun elemento de N. 

c) si dos eiementos de N tienen el mismo sucesor. entonces son iguales. 

A 3 : Principio de induction completa. Si S es un subconjunto de N que 

contiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a /?, entonces S = N. 
Es decir, si S C N es tal que satisfaee 

1 eS 

he S =► s (7?) e S , entonces S = N 

Coincide con 6.4.2., y puede expresarse, de acuerdo con 6,4.3. de la siguiente 
manera: si P es una propiedad relativa a los eiementos de N que satisfaee 

i ) P (1) es V 

ii) P [h) es V =* P {s {h}) es V, emonces P (n) es V para todo n € N. 

Hi) definiciones 
I) deadicion 

a) a 4 1 = s fa) eualquiera que sea a 6 N. 

b) a + s (b) ~ s fa + b) cualesquiera que sean a y b en N, 



aeum 


a> a 


~ a v 


quiera 


me si 


El sistema axiomatico se completa con otras definiciones y teoremas, de los cuafes 

demostraremos algunos a manera de ejemplos. 

Interesa ver que las definiciones propuestas en 1) y H) caracterizan leyes de 
composicion interna en N. Lo verificamos en el caso de la adicion, para lo cual hay que 
proDar, de acuerdo con la definicion de ley interna, que la suma de dos eiementos 
cualesquiera de N es un unico elemento de N, es decir 

a e N a n e N =► a + n esta umvocamente 


■* 
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determinado en N, para todo n € N. 

En efecto, si S es el subconjunto de N formado por ios elementos n para los cuales 
existe y es unico a + n, se tiene 

i ) n = 1 =>j + l = s (a) por I a) y por A 2 , esta umvocamente determinado, es 

decir, 1 e S. 

ii ) Hipotesis) he S. 

Tesis) s (h ) e S. 

Demostracion) 

he S => a + h esta umvocamente determinado por la deflnicion de S. 

For A 2 y por la deflnicion I bf, s (a + h) = a + s ih) esta urpvocamenfe 
determinado, y en consecuencia s (h) € S. 

Luego. S = N, v por comiguiente, la adicion definida en I) es una lev de 
composicion interna en N. 

Con eriterio anaiogo puede probarse que II) satisface la defmicion de ley de 
composicion interna. 

De acuerdo con lo demostrado, si denotamos 

2 = s (1) 3 ~ s (2), etc., para efectuar 3 + 2, procedemos asf: 

w 

3 + 2 = 3 + $ (1) = M 3 + 1) = s (s (3)) = s (4) = 5 
teniendo en cuenta la defmicion de 2,1 b), I a), la defmicion de 4, y la defmicion de 5. 

Ejemplo 7-3. 

Si consideramos las sucesiones f 

10,II, 12,13 .. 

1,1/3,1/9,1/27,... 

vemos que satisfacen Ios axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su 
teoria, se tiene 

11 + 10=12 * 
1/3 + 1 = 1/9 

siendo cstos rcsultsdos distintos dc ios dc la aritnictics ordinsris* Sc tienen 3 si # dos 

* * , 

modelos del sistema axiomatico, los cuales son isomorfos a N = |l , 2, 3 ,... j. En 
ultima instancia son dos representaciones distintas de N. < 

7,4.2. Propiedades 

Demostramos los siguientes teoremas de la teoria de Peano. 

l.La funcian sucesor es sobreyectiva. En otras palabras. todo nurnero natural 
distinto de 1 es el siguiente de otro. 


* 
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Hay que probar que la imagen de la funcion sucesor es el conjunto N 
Sea S el conjunto de las imagenes de los elementos de N. 

i ) 2 = s (1) pertenece a S. 

ii) Si h e S, entonces s (h) e S. En efecto: 

he S => h c N => s (h) e S 
2. La adicion es asociativa en N 

(a + b) + n = a + (b + n ). 

Demostracion) 

i ) n = j => + b) + \ - s = 

= a -r sib) - a + {b + 1) 

Por I b) y I a) 


ii) (a + b) + h = a + (b + h) => ia + b) + s (h) = £ + [& + $ (h)] 
En efecto 

(a + b) + s ih) = 5 l(a + b) + h] = 

= s {a + + /?}] = # + s (6 + /i) - 

= a +|6 + s {/*)) 

Por I b). hipotesis y I b). 

3. La adicion es conmutativa en N. 

Lo demostramos en dos situaciones: 

I) n + 1 = 1 -f* n 

i) n = 1 => 1 + 1 = 1 + 1 

ii) h + 1 = 1 + h =* s (h) + 1 » I + s(/r) 

En efecto 

1+5 (h) = 1 + (/i + !) = {! +/i)+ 1= 

= s (h) +1 

<• 

Aplicando la deflnicion 1 a), la asociatividad y l a). 

II) a+n-n+a 

i ) n~\ =>fl+l = l+a por I) 

ii) <r + /? = /i+a => a + s (h) = s (h) + a 
Demostracion) 

a + s (h) = a + (h + 1) = (a + //) + 1 = 

= (/i + a) + 1 = h + (a + 1) = 

= /? + (! + a) = (h + 1) + a = 5 (h) + a 



h 
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En virtud dc I a), asociatividad, hipotesis, asociatividad, i ), asociatividad y 1 a). 
4. El l esneutro para la multiplicacion, es decir, n . 1 = 1 . n = n. 

En efecto, 

i > n - 1 => 1 . 1 = 1 . 1 — 1 

ii) h. I. = 1 . h => s (h) . 1 = 1 (h) 

Sea 

s (h ), 1 = s (h) = h + 1 - 
= h * 1 + ! = 1 . h + 1 = 


Se han utilizado II a), la hipotesis y II b). 

5. La muliplicacion es distributive respecio de la adicion, 

Se trata cE probar que cualquiera que sea n € N 

(a + b) . n ~ a» n + b . n 

\ ) n = 1 =* (a + b). 1 — a 4* 6 = a. I 4* &. i 
poill a) 

ii) (a + b) .h=a. h + b . h => (a + h)s (h) = a.s{h)+b.s (h) 

En efecto 

(a + b) . s (k) = {a + A) . /i 4* (a + b) = 

= (a. & + b . h) + (a -f &) — (a . A + #) + (& . h + b) = 

= a . s </ 2 > -h b . s (A) 

donde hemos aplicado II b), la hipotesis, conmutatividad y asociatividad de 
ia adicion, y II b). 

6, La muMplicackon es asociativa. 



de acuerdo con II a). 


ii) (a b). h = a. (b. h) =* {a. b). s{h) = a. [b.s(h)] 

Sea 

(a . b) . s (A) = (a . b) . A + (£*&) = 

= a. (6 . A) 6 —a . (A . A + b) = 

= «. [&. s(ft)] 

poi aplicacion de II b), la hipotesis, distributividad y II b). 
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7.4.3. Otra forma equivalente de la teorfa de Peano 

En el conjunto N no figura como elemento el 0. Peano mismo lo introdujo en otra 
version de su sistema axiomatico, y muchos autores prefieren incluirlo. En este caso no 
se modifican los axiomas esencialmente, salvo que el i se sustituye por el simbolo . 
Sin embargo, hay que cambiar las definiciones de adicion y multiplicacion, las cuales 

adoptan las siguientes expresiones: 


!) Adicion 


a + 0 = a 


4 * % 


i 4 h ? 


) Multiplicacion 


a. s (b) = a . b + a 


En este caso se define 1 = s (0), 


Bjemplo 7-4, 
Demostrar 


ri 

11 n — £ + j + ... 4 - # = 2 a 

_< =1 


Hacemos inducci on sob re n. 

i 

i > n = 1 a . 1 = a = 2 a 


ii) Hipotesis) 


Tesis) 


Demos 


* i 

a. h — 2 a 

i=t 


a.(h+\) 


= r 


i-l 


nr dpfmtc 


ii V jw 

Jj 9J jot as 


For hipotesis 


a, (h + 1) = 2 a -¥a 

»~ i 


Por propiedad de la sumatoria 


h+ i 

a.(/t + l)= 2 a 

i~ i 



* 
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Uc este modo qucda demostrada la expresion habitual de produeto de un numero 
natural a . por /? e N, que se da como definicion en la escuela secundaria. 

& 

Ejemplo 7-5. 

Se define la poteneiaciort en N, mediante 

a) a x — a 

b) <t (b '=a b .a 

Demostramos las siguieutcs propiedades por induction completa. 
h Distributividad respecto del produeto. 

(a. b) n — a ri .b n 


i ) n - 1 => \a . b) 1 - a . b = a l . b 
por !a definicion a) 


ii ) (a . b) h = a h . b n {a. bf' n > = 

Por definicion b), hipotesis inductiva, conmutatividad y asociatividad del 
produeto, y nuevamente por definicion b), results: 

ia.b) Hhy = (a. b) h Aa. b\ — a h . b h . a. b - 


s{h) __ foAh) 


= a h . a . b h . b = a 
Hi Regia del produeto de poteneias de igital base 

a m . a n = a m ^ n 


sih) 


. b 


sih} 


,m * l 


Hacemos induccion sobre n 

i) n= 1 *>a m .a' =a m . a = a Hm) =a m " 
por las definiciones a) y b). 
u) a m .a h =a m * h => a m . a* ih) = a m * sih) 

En efecto. si aplicamos sucesivamente la definicion b), asociatividad del 
produeto, la hipotesis y las definiciones b) de potentiation > adicion, results 


rn + h 


a m a s{h ) = a m +$(h) 


,m „s(h) _ n m ,h „ , _ (/ .m h 


a . a 


a m ( a n . a) = (a m .a n ).a 

. , t s{m+h) ,.m+s{h) 


= a m +h . a = a 


Ejempio 7-6. 

En N se define la relacion de menor, mediante 

a <b 3 x eNIb ~ a A x 
Demostramos las siguientes propiedades: 
l) Todo numero natural es menor que su sucesor, es decir 

n < s (n) 


(1) 
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i) n = 1 s (1) = 1 4 1 ** 1 <s(l) 
por las definiciones a) de adicion, y (1). 


ii ) h < s ( h ) 
En efecto 


/|4 1 <s(h + 1) 

s(/l 4- 1) = 5( 1 +/*)= 1 4s(/l) 
= 1 4* (h 4 1) = (h 4 1) + 1 


Ententes, por (1) 


h 4 1 <s ih 4 1) 


11 i jf i iwiiiwivxii iiiv itiii wi-i«>**»*'* «« 


a < b v & < c =* a <e 


En efecto, por 11) 


# < & y b <c ■=* * 

=> 3 x , v e N / & ~ # 4 „v a c=Hy 


c “ (a 9- a) + ,y => c = a 4 (x + y) 
a<c 


•IV) Leyes de monotonia 

a) a < b 


a<b 


a 4 e Kb Ac 
c <d =* a 4- c Kb + 


Demostramos a) 


£<& =» 3xeN/5 = a+ .v =* 
b A c = (a 4 x ) 4* c => 
b A c — (a A c) 4 x =» I? + c<j4c 


La parte b) que da como ejercicio. 


7,5. ESTRUCTURA DE MONOIDE 

7,5.1. Concepto de estructura algebraica 

En su forma mas simple, una estructura algebraica es un objeto matematico 
consistente en un conjunto no vacio v una relacion o ley de composicion interna 
defmidas en el. En situaciones mas comp head as puede definirse mas de una ley de 
composicion interna en el conjunto. v tambien leyes de composicion extemas. Segun 
sean las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composicion, se tienen Ivs 

distintos tipos de estructuras algebraicas, que son, exactamente, sistemas axiomaticcs. 




it'C • ’ t'y '~-d 


- ’«awwtess***^ 
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7.5.2. Estrucura de monoide 

No existe un criterio uniforme en cuanto a la defmicion de monoide. Claude 
Chevalley, er Fundamental Concepts of Algebra, lo introduce como un conjunto 
dotado de ina ley de composicion interna, asoeiativa y con elemento neutro. 
Adoptamos h defmicion que expone Enzo R. Gentile, en Estmctaras algebmcas, 
monografia N° 3 de la O.E.A., en la que se exigen menos condiciones. 


Ei par M * *). donde M # 0, v * es 
una ieyde composicion interna en M. 


cion, es un 


si v solo si * es 


En este sstema axiomatico los terminos primitivos son M y *, y el unico axioms 
establece que * es una funcion de M 2 en M. 

Son modclos de monoides ios conjuntos N, Z, Q, R y C, con la adicion ordinaria de 

En cambfex el par (N, -) no es un monoide, ya que la susiraceion no es ley de 

composicion interna en N. 

Ei par (N *), donde * esta defmida mediante 


a * b — max fa , b \ 


tiene estructura de monoide. 


7.6. ESTRUCTURA DE SEM1GRUPO 


Definition 

El par (A. *), donde A ^ 0 y * es una funcion, es un semigrupo si y solo si * es 
ley intern a y asoeiativa en A. 

En otras ^alabras, un semigrupo es un monoide asociativo. 

En partwular, si la ley de composicion es conmutativa, entonces el semigrupo se 

llama conmitadvo: y si existe elemento neutro. se dice que el semigrupo tiene umdad, 

E! elements neutro sueie llamarse identidad. 

Ei par , +i es ur semisrupo ccsunutaiivu, w*i ucuuw. ■•.a.**^.** -■<* *.» 

elemento mutro 0, 

El objet-) (N , .) es un semigrupo commutative, con elemento neutro o identidad 
isoial a \. 

W £ / 

Ejemplo 7-7, 

Sea (M , *) un monoide. Se definen los elementos identidad (o neutro) a izquierda o 
derecha, mediante 

i ) e k M es identidad a izquierda V <z: a e M ==> e *a=a 

ii) e ; M es identidad a derecha Va :aeM =* a * e -a 
Es chro que los elementos de identidad, si existen, lo son respecto de *. 
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Demostrar que si e’ y e" son idei.tidado* a iiquierda y a derecha del monoide, 
entonces e* = e”. 


^ & P9 - £>* 

C — ^ ^ c — t: 


Por ser e' neutro a izquierda, ye" neutro a derecha. 

Si un monoide tiene identidad a izquierda y a derecha, se dice que tiene 
identidad. 

E! monoide (Z. -) tiene solo identidad a derecha, y es 0. pues 


V x - X € Z *► X — 0 — X 


Ejemplo 7-8, 

Sean A * 0. y A a el conjunto de todas las funciones de A en A. es dear 


{///: A 


A 


Entonces. si “»*' denota la composicion de funciones, el par (A - . •=) es un 
semigrupo con elemento neutro o identidad. En efecto 


g’f - A 


A, :feA A a g€ A a => /: A ->• A a g:A 


A 

Es decir, la composicion es ley interna en A . 

A 2 • asociatividad 

/, g, h e A a =» (Vi og)of=ho(gof) 

que la composicion de funciones es asoeiativa. 

A 3 : Neutro es € A a , ya que 

A 

/ A o f~fo i A - f cualquiera que sea fe A . 


/*y. 


ug ifv| *j un monumc cuti ucuuo ^ * - 


><*> c ? 


Por defmicion 

i ) 3l e M es inverso a izqu-erda de a € M, respecto de si y solo si 

a { * a ~ e 

ii ) a 2 € M es inverse a derecha de a € M, respecto de ♦, si y solo si 

a * a 2 ~f 

if 

iii) a'es inverso de a respecto de *, si y solo si lo es a izquierda y a derecha. es 
decir 

a'*a=a*a ,=: e 
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■t 

l.ti este caso, se dice que a e M es un elemento inversible del monoide. 
•Sea el monoide definido por la siguiente tabla: 


* 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

a 

a 

a 

b 

4 

a 

b 

c 

d 

c 

b 

c 

d 

c 

d 

1 

! C 

d 

b 

b 


He la observation de la tabla surge que el neutro es b. 

Determinant os los inverses: 

element** | inverses a izquieraa | a derecha j inversos 
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7-10 . Sea un sistema axiomatico compatible, con los axiomas A ls A 2 ,. .. , A n . Por 
definition, el axioma A* es independiente si y solo si el sistema cuyos axiomas 
son Aj, A 2 , ... , A,_ |, —A,\. .. , A n , es compatible. 

Demostrar la independence de ios tres axiomas del eiemplo 7-1. 

7-//. Se considera e! siguiente sistema axiomatico 
i ) tenminos primitives: A ¥=■ $ y R C A 2 ' 


u > axiomas 


A t -a&b => {a, b)eR v (b, a) eR 
A 2 : (a , b) e R => a 

A 3 '(a t b)€R a (b f c)eR -> (a,c)eR 
A 4 : c (A) = 4 


Demostrar 

I. (ff , b) e R => (b , a) fc R 

II. x^a a xi^h a (a , => (a t x)e R ^(x, 6)e/f 

7-/2 Sea (B , 4- ,.) un algebra de Boole. Demostrar 


I. V = 0 A O’ = 1 

II. Ei complementario de a e B, es unico. 

III. a + {a . b) — a* a a . (a 4- b) — a 

7-13. Demostrar que en N no existe neutro para la adicion, es decir 

aeN a 6 e N => a+b^a 

7-14. Demostrar en N 

a =fcb 

7-/5. Demostrar que la multiplication es conmutativa en N en las siguientes etapas: 

i ) n . 1 = 1 . n 

ii ) $(b) ,n — b. n ± n 

* 

iii) a. n — n . a 
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7‘}6 . Demostar en N 

i ) i*C b ^ &. c ^ b . c 

ii) i < b a c <d a *c <b. d 

iii) y. b = 1 ^ = 1 a 5 = 1 

7-/7 VeriHcar si(M . *)es un monoide en los siguientcs eases 

i ) M = N 

a * b = 3 & 

n ? M - 2 

a * h ~ Q ~~ b 

iii) M = R 2 * 2 

A * B = A-2.B 

7-/A Demostrar que en todo semigrupo se verifiea 

i | (a * b) * c * d = a * (b * c) * d = a • b * (c • d) 

ii ) a m *a n =a m * n 

siendca™ = a * a * • • • * a y y neN 

m 


7-19. Sean (A , *) un semigrupo y ^ S C A. For defin.cion <S . *> es un 

suh-seniarupo de (A , *) si y solo si (S . *) es un semigrupo. 

Demcstrar que la interseccion de toda familia de sub-semigrupos de . e, at, 

sub-s«migrupo de A. 

7 W Sean (A *) un semigrupo y S una parte no vac fa de A. La interseccion de todos 
' lossib semigrupos que contienen a S se llama sub-semigrupo generado porS.y 



Capitulo 8 


ESTRUCTURA DE GRUPO 


8.1. INTRODUCCION 

l estructura de grupo es un sistema axiomatico basico y fundamental de la 
La estmetura ae grup iendo eon diciones a las estmeturas de monoide 

matematica y ^ P ftulo anteri or. No obstante, como es habitual, la 

o de sem,grupo. de aquellos conceptos. los cuales suelen 

obviarse en los cursos bas.cos. ® “T? ** ddlcos , los homomorfis- 

ejemplos, se estudian los subgmpos, gmpos timtos, grupos ciuic , 

mos de gnipos y el concepto de grupo cociente. 

8.2. EL CONCEPTO DE GRUPO 
8 2 1. Definicion de grupo 

, zzzz r Si 

inverse respecto de *. * 

Eo torma sirnbdliea, se tiene 

Definition 

(G , »> es un grupo si y solo si se verifican los axiomas 
G, * : G" ~»G 

C 2 ■ Asociatividad 

V a V fc V c : a. 6 , c e G =» (a * b) * c - a * (b * c) 

G, . Existencia de elemento neutro o identidad 

3 eeG/Va:aeG =>a*e = e*a=a 

* 
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G 4 . Lxisteneia de inversus 


V a e G ,3 a.* € G / a * a* — a* * a ~ e 


Si ademas se verifica 
G s . Conniutatividad 


V a V b : a , b e G => a * b —b * a 


entonces el grupo se llama conmutativo o abeliano. 
Ejemplo 8-1. 

% 

Bn el conjunto Z de los enteros se define * mediante 


* h 


rr ft JU 2 


w * <~ r 


i 1 i 

\ 1 9 


Ei par (Z. *) es un grupo abeliano, En efeeto. se verifican: 

Gj . * es ley interna en Z. por (1) 

C : , * es asociativa. pues 

{a * b) * c = (a 4- b + 3) * c = a + b + 3 + (' + 3 = 


— d 4- b 4* c + 


( 2 ) 


d * (b * <r) — & * (b 4 ■ e 3) ~ & 4* b 4- 3 4- 3 


=fl4^4f46 


(3) 


De (2) y (3) results 


(a * b) * c — a * (b * c) 


G 3 . Existe neutro en Z res pec to de * 

Si e es neutro. entonces a * e — a. 

Por (1) a + ? + 3= (3 y results e ~ ~ 3. 

Analogamente se prueba que -3 es neutro a izquierda 
G 4 . Todo elemento de G es inversible respecto de * 

Si 'es inverso de a, entonces debe verificarse 


a * a 


Teniendo en cuenta (1) y que e 


a -4 a' + 3 = - 3 


Luego 


a f = — 6 — a 


De modo andlogo se prueba que es inverso a izquierda 
< G . * es conmutativa. ya que 


a * b — a +-£>.+ 3“6 + dr + 3= Z >*0 
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T» 

de acuerdo con (1) y con la conniutatividad de la sunia ordinaria en Z. 

Ejemplo 8-2. 

i ) Las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos: 

(Z , 4*) , (Q , +), (R , +) , (C , +) 

como la operacion es la suma, se Uaman grupos aditivos. 

ii ) En cambio no son modelos las interpretaciones 

(N, 4-) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento. 

(No - +) ya que si bien existe neutro 0, los demas elementos carecen de 
inverso aditivo. 

(0 ..) no verifica G 4 , porque 0 carece de inverso multiplicative. 

(R ,. ) por la misma razon. 
iii) Son grupos 

(Q-{o}..) y (R — {o}, .) 

Ejemplo 8-3. 

Sean A ^ y T (A) el conjunto de todas las funciones biyectivas de A en A, es 
decir 

T (A) =<j /: A A // es biyectiva J 

Entonces (T (A) .«) es un grupo, donde “o'* es la composicion de aplicaciones, 

En efeeto 

G i . La composicion de aplicaciones es ley interna en T (A), pues 

/ a gel (A) =& go f e j (A) 

ya que la composicion de aplicaciones biyectivas de A en A es una funcion biyectiva de 
A en A, segun 4.6.5. 

G 2 . La composicion de funciones en T (A) es asociativa 

h , g. fe T (A) => h o (g o /) = (h o g) © f 

\ 

por lo demos trado en 4.6.2. 

G 3 . La funcion i A e T (A) es neutro para la composicion. 

La funcion identidad en A, definida en 4.5.2. mediante 

i A (x) — x para todo x e A, 

es neutro a izquierda y a derecha s ya que es biyectiva de A en A,es decir, es un elemento 
de T (A), y satisface 

* 

fa i A = i A o j — j cualquiera que sea f e T (A) 

i 

i 

* 

a 

I 
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como es facil verificar usando la definiclon de composicion y de funciones iguales. 

G 4 . Todo eiemento de T (A) admite inverso respecto de la composicion. 

Si / e T (A), entonces es una funcion biyectiva de A en A, y admite in versa/ , por 

4.7.2. II, la cua es tambien biyectiva de A en A, es decir, un eiemento de T (A). 

El grupo (T(A) , o) se llama grupo de las transformaciones de A. 

8.2.2. Cuestioaes de notacion 


Sea (G , *) tin grupo. . ,, 

i ) Si la iev de composicion es adiuva. susle denotaise con ei signo +, y si a 

enforces su inverso aditivo suele Uamarse opuesto y se indica a --a, 

ii) Si la tev * es multiplicativa se la indica con el inverso multiplicative de 
cada eiemento a se escribe a’ = a 1 y se dice que es el reciproco de «. 

iii) En txasiones, al referimos al grupo (G , *), cometiendo un abuse de lenguaje, 
direnios el grupo G, sobreentendiendo la referencia a la ley de composicion 

interna. 


8,3. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS 

8.3.1. Unicidad del neutro y del inverso 

De acuerdo con lo demostrado en 5.3.5. y 5.3.6., el eiemento neutro es unico y el 
inverso de cada eiemento es unico. 

8.3.2. Regularidad 

Los elementos de todo grupo son regulares. 

Hipotesis) (G, *) es grupo 

a * b = a * c 

c * ti 



Por hipotesis 


a * h = & * c 

t 

Componiendo a izquierda con a\ inverso de a 

a' * {a * b) = a’ * (a * c) 


(a f *a)*b=(a’*a)*c 


Por asociatividad 
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Por G 


e * fa = e * c 


Por G 


b = c 


"STS “ 


oni 


8 3.3, Ecuaciones en un grnpn 

cntrMires, cada una de las ecuaciones b * x a y x L 
Sea (G , *) un grupo, Entonces, caua uua u 

* d clp»So te miembros * I.• *****“*»• " “ 

b' * ib *x) ~b' * a 


Por <. 


(U " * b ) * x ~~ b *8 


Por G 


e * x = b’ * a 


Por G* 


x = h* * a 


La unicidad de la solucion se debe a la unicidad del inverso. v al hecho de que * es 

Uni EU^olsZZso considerandolasegunda ecuacion. 

En particular, se presentan estos casos* 

# ^ * 3 ,, pmacior. x * b ~ a se traduce en 

; ) el grupo es aditivo, u ecnauoi. 


* II | ■ y *ll 

X *r - tj — a 


Sul 


* es v ^ 

IOO lidtldviu, s,» 


es x ~ a * V - 0jL uOituf 


lUU^v - 


Por definicidn. la suma de un eiemento con ei opuesto dc ‘-tro 
entre los mismos, y se escribe 

X d "*** b 

V inculando «. «» , “ d> iUS “ fa< ” ,a 

ii ) Supongamos un grupo multipiicauvu, y i* & 

A. 


en 


x . b = a 


wtwwt:? 






Al componer a derecha con el inverso multiplicative de b y resulta la solucion 

x = a . h” 1 

It" definicion, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicative 
!e itr j se Hama cociente y se exp res a 


a 



Ent-o ices, en los grupos multiplicativos numericos es licito el pasaje de factores 
10 nulos de un miembro al otro, como divisores. 

1.3.4. Inverso de la composicion 

in to do grupo, el inverso de la composicion de dos elementos es igual a la 
c r ' ; Sicidn de los inverses en orden permutado. 

Se 'rata de probar que 

(a*by = b'*a* 

An res de entrar en el detalle de la demostracion, proponemos dos resultados utiles 
i j Cuaiquiera de las ecuaciones a * x = a 6 x * a = a admite la solucion x=e. 

Si consideramos la primera, despues de componer a izquierda con a\ se liega a 
c — e, y anaiogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a*. 

ii) Cuaiquiera de las ecuaciones a * x - e 6 x * a - e admite la solucion x - a*. 

$:u a * x = e; luego de componer a izquierda con a’, se tiene x-a\ E! mismo 
•ej-j.tido se obtiene a partir de la segunda ecuacion. despues de componer a derecha 

■» « * * j 

»* - "i S'. V* » 

in) Demostramos ahora la proposition iniciai. 

Hipotesis) (G , *) es grupo 

resis) (tf * b)' = b* * a* 

demos tra cion) 

Una traduccion de la propiedad ii) es la siguiente: si la composicion de dos 
demciKOS es el neutro, entonces cada uno es el inverso del otro. 

Sea entonces 

(a *&)*(£’* a') 

4 

Aplicando sucesivamente G 2 , G 4 , G 3 y G 4 , resulta 

(a * b) * (b* * a’) — a * (b *b’}*a**e*a=a’*a=ze 

•» 

y per ii ), se tiene 

(a * by = b'*a’ 


* 
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Y tainbien 


(b’* a’)' — a * b 


8.4. SUBGRUPOS 


" * 

is *! 


8.4.1. Definicion 

El subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G , *) si y solo si 
(H , *) es grupo, 

Ejemplo 8-4. 

i ) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y al conjunto cuyo 
unico elemento es e. Ambos se llaman subgmpos triviales de (G . *), 

ii) (Z . +) es subgrupo de (Q , +). ' 

Hi) El conjunto de los enteros pares, con la adieion, es un subgrupo de (Z .+>. 

En cambio no lo es el conjunto de los enteros impares con la mtsma ley, ya 
que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica G t . 

iv) El grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en el conjunto 
A ~ f b,c,dj, con la ley de composicion defmida por la tabla 


* 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

T 

b 

b 

a 

d 

c 

c 

c 

d 

a 

b 

d 

d 

c 

b 

a 


Su construecion es simple, observando las diagonales y la simetria que se presenta 
respecto de eilas. 

Es facil verificar que el frupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su 
inverso, siendo el neutro a . 

x * 

Un subgrupo de (A , *) es H — < j . bj , 

En cambio, no lo es el subconjunto H' = (a , b , cj ya que b * c = d 4 H\ 

#■ 

8.4.2. Condicion suffciente para la existencia de subgrupo 

En el ejemplo 8-4 se ha verificado que no toda parte no vacia de un grupo es un 
subgrupo. Ademas de ser una parte no vacia, la definicion exige que tenga estructura 
de grupo con la misma ley de composicion. Ahora, bien, esto obliga a la investigation 
de los cuatro axiomas, y resulta conveniente disponer de alguna condicion mas 
economica, que pennita decidir ss se trata de un subgrupo. 
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Teorema 

Si H es ur subconjunto no vacio del grupo (G , *), que verifica 

ae H a be H =*a*b’e H 

entonces (H, *) es un subgrupo de (G , *). 

Hipotesis) (C , *) es grupo 

^HCG 

fltH a be H =*a*b’€H 

Tests) (H , *> es subgrupo de (G , *) 

Demostracioi) 

Debemos probar que se cumplen los axiom as de grupo para H. 

I) La asociatividad de * en H se verifica por ser HC G, 

II) El neutro pertenece a H. Enefecto 

H 0 => 3 a e H 


Por hipotesis y definicion de inverse 

ae H / «3r ^ H a * a' eW => c € H 

II!) Todo element© de H ad mite su inverse en H. 

Sea a € H. 

Por II y por hipotesis 

eeH a a € H => e * a'eH ** a*€ H 

IV) H es :errado para la ley *. 

Sean a : H a b cH. 

Por III, por hipotesis y por inverse del inverse, se tiene 

a e H a b e H => a eH a b*e H => a * (b f f e H 


Lo demostrado en I, II, III, IV prueba que (H , *) es un subgrupo de (G , *). Esta 
condieion snficiente es obviamente necesaria, Se la utiliza en la practica de lasiguiente 
manera: de acuerdo con la hipotesis del teorema, para que H sea un subgrupo de 
(G , *) debenos probar 

i ) H * 0 

ii ) H C G 

iii) Si dos element os cualesquiera pertenecen a H, entonces el prime ro, 
compuesto con el inverse del segundo, debe pertenecer a H. 


Ejemplo 8-5. 

En R 2 defmimos la suma de pares ordenados de numeros reales 

(a, b) +• (c, d) = (d +c , b +d) (1) 




t 
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Comprobamos que (R 2 , +) tiene estructura de grupo abeliano, ya que se verifican: 
Gj . La suma de pares definida en (1) es ley de composition interna en R 2 . 

G 2 . Asociatividad. 

[(a . b) + (c , c?)] + (e ,/) = (a + c , b + d) + (e ./) - 
= ((a + c) + e, (b + d) +/) = {a + (c + e) , b 4- (d + / )) — 

= (a , b) + (c 4 - e , d +/) = (a , b) + [{c , d) + (e. f ) 

Por (1), asociatividad de la suma en R y (1). 

G 3 Neutro es el par (0 , OK ya que 


* v / 


r. " - - v 


i — I# , o i 


G 4 Inverse aditivo u opuesro del par (a . b), es el par (— a , — b), pues 

(<i , b) + (-«. - b) = (-a . —b) + (a. b) = (0 , 0) 

0 

G s . Conmutatividad. 

(a , b) + (e. d) = (tf + c * b + d) = (c + a , d 4* b) — 

« (c, <f) 4 (a , b) 

Por (1), conmutatividad de la suma en R ? y (1). 

(R 2 , 4) es el grupo abeliano de los pares ordenados de numeros reales con la suma 
ordinaria de pares. 

Ejemplo 8-6. 

<* 

Sean el grupo (R 2 , +), y 


H = < (x ,y )e R 2 I y 


= lx 


Es claroque un elemento de R 2 pertenece a H si y solo si la segunda componente es 
el duplo de la primera. 

Comprobaremos que (H , +) es un subgrupo de (R 2 , +). 

Verificamos las hif otesss de la condieion suficiente demostradu 


-A ^ Tw 


i ? H - 0, ya que i i . it t 


scior 


iii) Sean (a,b)e H v (c , 
(a. b) *P ( c , - d) e H. 
En efeeto: 


d ) e H; debemos probar que 


(n , b) e H a (c , cf) 6 H *► b = 2 a a d = 2c b ~d = 2 (a -■ c) =*> 

(a — c t b~d)eH => {a t b) -t- (— c , — d) 6 H 

Hemos utilizado la definicion de H, la sustraccion en R, la definicion de H, y la de 
suma de pares. 
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s 

Graf icamente, H consiste en la recta que pasa por el origen, de ecuacion j 

y- 2 x ? 



Ejemplo 8-7. 

En el ejemplo 5-8 esta comprobado que el eorjunto R nXfn de las matrices reales de 
n alas y m columnas* con la adicion de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si 
m — n , las matrices se Raman cuadradas, y se tiene que (R nxn , +), es el grupo abeliano 

de las matrices cuadradas n X n y con la adicion. 

Consideremos el conjunto H de las matrices cuadradas, tales que a t j = aj iy llamadas 

I 

simetricas.es decir 

H={AeR" xn / a tj = a,;] 

■j 

Esto signiflca que los elementos que son simetricos respecto de la diagonal a t h con 
i = 1 , 2 , son iguales. 

Resuita (H » +) un subgrupo de (R n * n , +)■ En efecto 

i ) La matriz nula N e H =» H =£ <p 
ii) H C R nx n por definicion de H. 

Hi) Sean 

AeH a BeH => a tj - a } f - a b^-bji => 

H ~ bij = a n - bji => A + (- B) e H 

* .. 

•i 

i 
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Hemos aplicado la definicion de H, la sustraccion en R y las definiciones de suma de 

matrices y de matriz opuesta. 

(H , +) es el subgrupo de matrices simetricas n X n. 


Ejemplo 8-8. 

Sean (G , *) un grupo, a un elemento ftjo de G, y H el conjunto de los elementos de 
G que conmutan con a , es decir 

H = < x € GIa*x = x *a) 


j I 

! S 


Resuita H un subgrupo de (G . *). 

i ) como a*e~e*a^e6 H 

ii } H CG por definicion de H. 

* 

iii) Sean aiy n elementos de H. Debemos probar que tn * n e H. 
Por definicion de H 

meH a n e H =*a*m — m*a a a* n = n * a 


a * 


— m * d a n ' *■ a' — ct* * ft' 


=> (a * m) * (n’ * a *) = (m * a) * {a** n *) =» 

=> a * (m * ft *) * a* = m * (p * & *) * n ^ 

=> a * (m * ft* ) * cl* = fit * it* => 

*► a * {m * n *) = (m * n ’) * a => 
m * n € H. 

Ademas de la definicion de H hemos utilizado inverso de la composicion, la 
asociatividad, G 4 . y la composicion a derecha con a. 


8.5." OPERACIONES CON SUBGRUPOS 

© 

8.5.1. Interseccion de subgrupos 

Sean (G , *) un grupo, y fG,-} (f[ una familia de subgrupos de (G , *). 

Teorema 

La interseccion de toda familia no vacia de subgrupos de (G , *) es un subgrupo. 
Hipotesis) (G , *) es grupo. 

£G/j> es tal que (G,*, *) es subgrupo de G, V i € I 


Tesis) ( G*, * | es subgrupo de (G , *) 

iel 
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Demostracioni 

i ) V / :e € G h pues (G,, *) es grupo 

entoices, por definicion de interseccion 

e e fl G.- =► flGj ¥* $ 

i€ I 1 iel 

ii ) fl G f C G por definicion de inclusion 

tel 

iii) Sean n A 

a y b 6* »G, ==» a 6G, a b e Gj, V t 


€ * 


l€l 


Por las definiciones de interseccion y de subgrupos 


8.5.2. Union de subgrupos 

La propidad anterior no se verifies en el ease de la union. Para eilo basta un 
contraejemph: scan H t y H 2 dos subgrupos distintos de (R 2 , +) 9 y no triviales* como 

lo muestra la figura 


x +y 


// 



Si xeHi a yeH Jf entonces 


xeH, UH 2 a >>eHj UH 2 


y sin embargo 


x+^dHi U H 2 


MORHSMOS D1 GRLPOS 


« * 

Es decir, la union no es cerrada para la suma de pares, y por lo tan to no es 
de(R 2 , +). 


Ejemplo 8-9. 

Sean <G' , *) y (G" , *') grupos, En ei producto cartesiano 

G = G’XG” 

se define la ley de composition *V* mediante 

(a,b)m (c *, </) = (* * c>b *'d ) U) 

Entonces iG . •) es un grupo. Ham ado producto de I os dados, 

Ve r i tic am os los ax iomas: 

G j . * es ley interna en G — G X G por (1) 

C n . • es asociativa, pues 

[(a. ft). (c , d)] • (e ./) = (a* c.b *'<!)• (e.f) = 

= ((a * c) * e. ib *'d) * f) — (Q * (c * e ) ■ b * ^ ^)) 

= (a . ft) • (c * e, d *'f) = (a,b) • [tc. d) • <e./)) 


U) 


Hemos utili/ado sucesivamente: la definicion (I). G ; en G‘ y G", y la detinieion 
G , • Neutro es (e ’, e”), es decir. el par ordenado de los neutros de G" y de G . 

En efecto, por (1) y G 3 en G yG 


(a . b) . (e’ , <?” ) = (<?’, e” ) • (a . b ) = (a , b) 

G l . lnverso de (a . ft) es (a M . b ‘‘), donde a' ! y ftson los inverses de a y ft en 
G' y G" respectivamenfe, pues 

(a. b) • (a* 1 .ft‘‘) = (a'‘ , ft- , ).(a.ft) = te'.e”) 


8.6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 

* 



relation con los mortismos. 

Sean ahora los grupos {G , *) v (G , *) 


Definicion 

La funcion f : G G" es un homomorfismo si y sdio si la imagen de la 
composicion en G es igual x la composicion de las imagenes en G’. 

En simbolos 

/. g ->G' es homomorfismo t io * b) = t (<0 * J 0) 



V 
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I n un diagrams 

Mr* 


(G - *) (G’, *’) 



• „ L ' •; rticu!ar ’ e! morfismo puede ser monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo. 
son,, r smo o automortismo, de acuerdo con ias definiciones 5.4.2. 


Ejemph 8-10. 

.:i k>s grupos aditivos {R 2 * 2 . 4*) v (R . 4 -), 
Lj r^neion/: R* x 2 R definida por 


f fU b}'\ 

1 1 j c d / ~ a + d es un k°roornorfismo, pues 


IA + 8)=/ 


'(\* b ] J m ”V\ 


! c d 


P Pi 


,./T a 4- m & + /?] *\ 

J \[ c+p d± q i)= a + m + d+ Q = 


a b 


r i 
? m n 


— {a + d) 4- {m 4- q) ~ / j \ a b }+f(\ m li M = 

d\) J \j p q x J 

= /(A)+/(B). 

Heines aplicado la definicion de suma de matrices, de / conmutatividad v 
asociuiiv claa de !a suma en R y la definicion de /. 

8.6.2. Propiedad 

Si / : G - G- es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del neutro del 
pnmer grupo es el neutro del segundo grupo. 

Se trata de probarque /(<?) = e\ donde e'denota el neutro de G’ 

En e tec to cualquiera que seaxgG, por G 3 ,se tiene 

x * e = x 


Entonces 


f(x * e) =fix) 


morfismos di* grupos 


4*^7 ,y/ 


i*tvj definicion de homorfismo 


fix) *’/(<?)=/(*) 


Por G 3 en el grupo <G’ , **) 




Y por ley cancelativa en G’ resulta 


f(e) = e 


8.6.3. Propiedad 

Si f : G -+ G' es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen 
todoelemento de G es icual al inverse de su imageti. 


del inverso de 


Es decir 




Cualquiera que sea x en G, per G 4 


x * x 1 = e 


Entonces 


f(x * x ~ 1 ) =/(c) 


Por definicion de homomorfismo y por 8.6.2. se tiene 

fix)*' fix" 1 ) = <?* 


Por 8.3.4. ii) resulta 


fix' 1 ) = [f(x)] 


, En un diagrama 


(G , *) 


(C\0 


•• fix) \ 

*f(e) = e’ I 
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8.7. NUCLEO E IMAGEN DE UN HOMOMORFISMO DE GRUPOS 

* 

8.7. !. Nucleo de un homomorfismo de grupos 

Sea / : G -+ G' un morfismo de grupos. La determinaeion de los elementos del 
primer grupo, cuyas imageries por / son el neutro del segundo grupo, conduce a un 
subconjunto de G, liamado nucleo del homomorfismo. 


Definicion 


Nucleo de! homomorfismo / G - 
cuvas ima genes por t se identitican c 


G es la totalidad de los elementos de G, 


i S** ^ 

0€ Vi . 


Es decir 


</)*{jceG//(*>*e ’) 


Es daro que el nucleo de /’es la preimagen de j e’j> 

De acuerdo con la definicion, se tiene 

x e N if) o f(x ) = e 

Esto significa que para verificar que un elemento pertenece al nucleo es suticiente 
probar que su imagen es e\ 

v 

Ejemplo 8-11. 

El nucleo del homomorfismo del ejemplo 8-10 consiste en las matrices 2X2 tales 


que 


/ ( i ** ^ | = a + d — 0 , es decir d 

J \lc d\J 


fcn consecuencia. al nucleo dc/pertcnecen todas las matrices del tipo 


til cite easy, U>a esen 




A ** * 


tus de la diag 1 


do por uenmuon m rra/3 ae una matrix la sums ue 
I. En general, la notation para la traza de una matnz A 6 R 


son onuestos o ae sum a cero. o ae traza 


amz la sum a tie \os 


nxrt 


n 

A — £ a*, 

/= i 


8.7.2. Propiedad 

El nucleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del primero, 

* 

Hipotesis) (G , *) y (G* , **) son grupos. 

/: G es un homomorfismo. 


NUCLEO E IMAGEN 
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Tesis) (N ( f ) ,*) es subgrupo de (G , *). 

Demostracion) 

i )Por8.6.2./(e) = e’ =*eeN(/) =>N(/)*tf> 

ii) N (/ ) C G por definicion de nucleo. 

iii) Sean 

a y beN(f) «*/(«) = e* * /(»)*«'“’’ 


^ ncr<' 

f 


0 * 




ft;a * 


* — e" =* & * h * £ N (/ I 


, . . i f i i inverse del neutro, com- 

Por definicion de nueieo, imagen del troerso 1° 

* *•. r- hninmnorfismo v definicion de nucleo. 

posicion en G , homomornsm IK i A *) un subgrupo de 

En virtud de la condicion suficiente resuita fiN U) * > 

(G , *). 


8.7.3. Propiedad 

E! homomorfismo / G - C es inyect.vo, es decir. un monomorfismo si y soio si el 

nucleo es unitario. r . 

Sea N if) el nucleo del homomorfismo / • G 

‘ ’ LV—6„* po.,« » « - -A. « 

distinto de e. entonces dos elementos distmtos de G tendnan 
imagen por/. y no seria una funcion inyectiva. 

ii) N if) = {?} f es 1 - * • _ 

En efecto. sean x, y e G tales que / (*) — / O’)- 
Componiendo con el inverso de/ (y), en 

f(x) *' [/(.v)]” 1 =f(y)*'[f(y)V' 

* 

Por 8.6.3.. y por C 4 en (G“ .. * ) 


4 A i - { 


•A 

.-X H 

i % » d 

^ * 


Por definicion de homomorfismo 


fix *>>"•) = e 


Por definicion de nucleo 


x * y 1 € N (/) 


Por ser N (/) = {e} resuita 


- 1 _ - 
# y — c 
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4 

| 

Componiendo a derecha cony 

x * y ~ 1 *y = e*y 

O sea 

a ^ y 

* 

y /es inyectiva. 

8.7.4. Imagen de un homomorfismo de gmpos j 

Sea/: G -*G’ un morfismo de grupos. 

Definition 

imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de las imageries de los 
element os de! primer grupo. 

La imagen de un morfismo de gmpos es ia imagen de la funeion que lo define, es 
decir 

I I x eo) : 

‘v > 

0 bien 

I (/) = (y e G' / 3 jc e G a fix)=y\ 

** 

Es claro que si el morfismo es un epimorfismo, es decir, si / es sobreyectiva. 
entonces 1 { } ) = G\ En el siguiente diagrama se tiene una representaeion de N (/ ) y 
delf/) 



En el caso del ejempio 8-10, / es un epimorfismo, pero no es monomorfismo. I 

i 

i 


NEC’U O l IMAGEN 
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8.7.5. Propiedad 

La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo 
Hipotesis) (G , *) y (G’ , *’) son grupos. 

/: G -►G’ es un homomorfismo. 

Tesis) (1 (/),*’) es subgrupo de (G\ *) 

Demostracion) 

i ) Como /( e) = e * => e * e I ( /) => \( /) & <j> 
ii ) 1 {f ) C G* por definicidn de 1 {/ ) 
lii) Seany, a y 2 el(/) 

Entonces, por definicion de imagen, 3 x t v x 2 en G. tales que 


fix i)=VG a f{x 2 ) - y 2 


Por inverses en G 


a [/(*,)] 


-1 _.-i 


For inverso de la imagen 


/(JC,) = V, A /(*'') =.v"' 


Por composicion en G 


/<*l) = V| 


Por homomorfismo 


fix, **:')«>•. 


v como X\ * € G. por definicion de imagen, se tiene 

>i el(f) 

En conseeuencia, segun 8,4.2., resulta que 


(I </),*') 


es un subgrupo de (G’, *’) 


Ejempio 8-12. 

Sea G 3 al conjunto de las tres raices cubicas de la unidad, es decir. de las soluciones 
complejas de la ecuacion 

jc 3 — 1=0 

O 

El factor eo del primer miembro conduce a 

9 

(x — 1 ) . (jc 2 + .r + 1 ) = 0 
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Entonces 


1=0 6 x 2 + -x + 1 


La resolution de estas ecuaciones conduce a las tres rafces cubicas de 1: 

i . \/3 1 \/3 


= 1 


*2 


“ "f / 


X 3 = 


que llamamos, respectivamente, z<). zj y Zj. En el capitulo i 1 veremos que las ft raices 
H-simas de la unidad estan dadas por la formula 


2 r??T 


k ~~ 


t sen 


p n 


donde k toma los vatores enteros 0 .!, 2 ,. .., n -K 

En el caso particular de las raices cubicas, la formula anterior adopta la expresion 


2 k tt , . 2 k it 

cos —-- r i sen —^— 


.■ 2 k 7T 


donde k = 0,1,2. For definition de raiz eubica se verifica 

r h eG 3 ~ zl = 1 

Nos proponemos probar que G 3 es un grupo multiplicativo abeliano, y adenias 
obtener un metodo para el producto. 

i ) (G 3 ..) es grupo conmutativo. 

I) El producto es ley interna en G 3 . En efecto 


h eG 3 a Zi € G 


2=1 A Z, 
h l 


1=9 {Sf | . Zf) ”1 ^ Zfo * %i € G 3 

U) producto es asociativo en G 3 . Aquf nada hay que dernostiar. 
G 3 C C, y el producto es asociativo en C. 

HI) Existe neutro para el producto enG 3t y es 


pues 


»7. . & 7 CiS fl I I 

—■“ VMci 4 s w 


IV) 


Sea 


** ( 2 h ) 






O < 


( 4 ) 


icativo eit •>»? 


| SS> 


eG 


V) El producto es conmutativo en G 3 , por serlo en C. 

ii) Vamos a establecer un metodo para obtener el producto de dos rafces cubicas 
de la unidad. 


a 


NUCLF.O E 1MAGEN 
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Sean 


: * 

z,e G 3 A z m e G 


2 In 


2 m n 


=> z x ~e 


Zm & 


donde 


0 < / < 3 a 0 < m < 3 


Entonces 


24 l**' m 


be 

eg* 


Si dividimos l + m por 3, se obtienen # y r, unices, tales que 


/ + m = 3 q + r 


De (1) y (2) 


0 < r < 3 # 


. 2 (3 q r) jt 


( 2 ) 




. 2 r7T 

,£2q7r * T 


. e 


2rn 


2 rn 


— (cos 2 3 tt + i sen 2 # *), e 


= 1 . e J 


. 2rit 
, 

= e 


= z T donde 0 < r < 3 


La tabla de la composition es, entonces 



Eiempio 8-13, , 

Sean los sruoos <Z , ■+*) y (G.* , 4 y la tunc ion 


/ (x) = 2 P . siendo r el resto de la division de v por 3. es decir, el entero no negative 
que satisface las condiciones 

r x = 3 . q+r 
\ GOO 

y 

Vamos a probar cjue tal aplicacion es un homomorfismo, es decir 

f(x’ + x”)=f(x’).f(x”) 
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fV-.r la definicion de/ 


( 1 ) 


f(x‘) = z r - 

f(x”)=Zr" 
f{x’ + x”) = z r 


donde 


r,t* = a 0<r <3 

(2) <j x" = 3 q" + r” A 0 <r"< 

• \ x’+x”=3 q +r a 0<r<3 


0<x”< 3 


y\., \ . _ 4 ^ M ol SL1 9 

f Of SCI (03 , . ) liii giupo* uc acaviuu v» ~ « 


**7 >» ^ f» 


sieado 


r ’ +r” = 3<f'”+r"’ A 0</•”'<3 


(3) 


Sumando las dos primeras relaciones de (2) 


x’+x’^S^’ + fl’O + ^' + O 


(4) 


P ir (3) y (4) 


x’ + x” = 3(«’ + 4'') + 3 i ?”' + r - 
=»x’+x”=3 (q’+ q“ + <l”') + r’" A 0<r”'<3 


(5) 


Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y de la ultima igualdad que figuia en (2) 


se tiene 


q = q f +'q” + q m a r 


Es decir 


-r” — 2 r 


Se verifica entonces 

/(*’ + *”) = 2 r = Z r ’” = Z r '. Z r "=f(x ),f(x ) 

y el homomorfismo esta probado. 

Ejemplo 8-14. 

Determinaremos el nucleo y la imagen del homomorfismo del ejemplo anterior. 

x € Z *► 3 q a r unicos / x = 3 q + r a 0<r< 3 


Por definicion de / 


/(X) = *r 


For definicion de N ( / ) 


xeN (/) <*►/<*) = 20^1 ^r = 0 


V 
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Luego 

xeN (/) <=> x — 3 q <=> 3 lx 

Es decir ^ n 

N (/) = Ixez I 3 ! jc j 

Por otra parte, obviamente, es I (/ ) = G 3 y el homomorfismo es un epimorfismo. 
Ejemplo 8-15, 

Verificar que los grapos (G 3 , .) y (R , o) son isomorfos, siendo R el conjunto de 
•SS r o*ad^n^ dd sir^d^dor d^l c.^n tro rui** U^vsifi 1# ftgura 

si misma. 

En i? se tienen las rotaciones/? 0 . ^ i V #21 qne son la identidad, y las rotactones de 
120° y 240°. 

En G 3 , los elementos son r 0 , r { y ; 2 , oon el significado dado en los ejemplos 
ante rio res. 

La funcion/ : G 3 ->/?, tal que 

f{Zi)-Ri 

es un isomorfismo respecto del producto en G 3 y de la composicion en R pues 

firi. z m )=f{r) =R r 


J 

8 .8. RELACION DE EQUIVALENCE COMPATIBLE 


8.8.1. Concept© 

Sean (G , *) un grupo, y una relacion de equivalence en G. 
La definicion 5.5. estabiece que ~ es compatible con * si y solo si 

a ~ b a c ~ d => a * c b * d 


8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad 

Si ~~ es una relacion de equivalencia compatible con la ley interna del grupo (G , *), 
entonces existe en el conjunto cociente-^juna unicaley de composicion interna *\ tal 

que la aplicacion canonica /: G -**— es un homomorfismo, y ademas^ — , *j es 
grupo. 

Este teorema es un corolario dc lo demostrado en 5.5.1. 
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/vcjmitfc/r* 


V • 

El gr upo E a que se refiere el teorema se llama grupo cociente de G por la 
relacion ds equivalencia compatible con *. 


Ejemplo 8-16. 

Consid ere lines el grupo aditivo dc las clases de 


restos modulo ft En este caso 


* 

Z„ ={ 5,T, ... - 1 } 

De acuerdo son d .jcmplo 5-12. se sabe que la congruence modulo/jescompaoble 
con la adicion en Z. entonces. porei teorema fundamental de compat.bd.dad * tone 
en el conjunto cociente Z 3 una unica ley de composicion mterna ‘nduc.da, llamada 
suma de dases tal que la aplicacion canonica/: Z -*Z n es un homomo i 
(Z n , el grupo aditivo de las clases de restos modulo n 
Para sumar Aos clases en Z r , procedemos asi 


u®v 


r /... \ f i \ — f i u 4- v \ i 

j \u p w j \ * f j \ 44 m * / 


-% v ‘ rf 


Dividiendo u + v y n se obtienen q y r t tales que 


De (2) y (1 ) 


ya que 


h 4-v = /t^+r a 0 ^ r n 


U$v ~f{nq+r)=f{r) ®r 


( u+v)~-r-nq => «1(“ + v ) r 
=> u + v ~r 


( 2 ) 



8.9.1. Concepto 

Sean (Z . +) el grupo aditivo de los enteios y el subconjunto H de ios multiples de 
3,esdecir 

H = (xeZ/3ix) 

V * 

Si consideramos la congruence modulo 3 en Z, entonces la aplicacion canonica 

/ : Z -* Z 3 

es un homomorfisnio de (Z . +) en (Z 3 , +) cuyo nucleo es, precisamente, H. En este 
caso, decimcs que H es un subgrupo distmguido de G. 
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Definition 

FI suberuoo fH . *) de (G , *) es distinguido si y solo si existe un grupo (G’, *’) 
y un homomorfismo/ : G -»G’, cuyo nucleo es H. 

En simbolos 

HCC es distinguido «■ 3C' grupo, y / : G -*■ G’ homomofismo / N (/) = H 
Subgrupos distinguidos de todo grupo (G , #) son el mismo Gy j • En efee to, en el 

primer caso, la aplicacion 

/: G -*G definida por f tv ) = e para todo x e G , 


es un norm 


. va a ti e 

4 


/ * j, , »i - -tJ .i* -JB*- 1? £ s* \ ^ £ 4 £*11 Si 

\il * 0 ) — t — c + c — j r j? \ w } 


Ademas, se verifica que N (J ) — G, 

En el segundo caso, basta definir /: G -> G mediante fix) = x, cualquiera que sea x 
en G, y se tiene un homomorfismo, pues , 


fta * b) = a * h = f{a ) *f(b) 


i i 


y como N (/) “ { e) , resulta | e S un subgrupo distinguido de G. 

Sean ahora un grupo (G , *) y - una relacion de equivalencia compatible con *. Por 

el teorema fundamental de compatibilidad sabemos que( “, * J es el grupo cociente 

de G por la equivalencia, y que la aplicacion canonica 


grupo cociente 


f:G 


es un homomorfismo respecto de * y *\ Por lo que an recede es obvio que el subgrupo 
(N (/).*) es distinguido, y queda caracterizado en terminos de la relacion de 
equivalencia compatible con la ley del grupo G. Existe una estrecha conexion entre las 
relaciones de equivalencia compatibles con la ley de composicion interna de un grupo 
y los subgrupos distinguidos de este. El teorema que sigue aciara la situacion. 


8,9..,2. Teorema. El conjunto 


las las relaciones dc equivalencia definidas en 




V 


ip i 

144 4 


* .. * K es i 


:o G de 


Hipotesis) (G , «)es grupo 

E = ( £ i I £ ,• es de equivalencia en G. compatible con * 


G={ H./H, es subgrupo distinguido de Gj 

Tesis) E es coordinabie a <G 

Demostracion) 

♦ 

Definimos f>: E mediante la asignacion 

*i>(£.i) — N (/j) (1) 
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■ndo N ( h) el mid.o del 1—/i = <= -1i”' 4 " 10 * b £ " 

jhemos probar que ^es biyeetiva. 
i) Inyectividad. c 

Sean £, y £ j e E tales que £ * ^ tj. . G 2 tal que 

Como £i y £/ son subconjuntos distmtos de G , existe tx , J > 

(jc,_y)e £e A (x,y)4£j 

* 

o bien ^ fs 

ir yUZt a (x..v)e£j 


Ra/oiiamos scbre ei primer ease, esdeeir, suponiendo 

„ i0mpWiM ,ded de 1* relations de *•!*. «*«— ' ^ 

o ' 1 *.v>e,<> rl *y) A (y-*.x)? f O’" *>■) 

^ «■ 



V de aeuerdo con ( 1 ) se tiene 

En eonsecuencia 4 >es invectiva. 

ii ) Sobreyectividad distin ouido de (G , *). Entonces, por 

Sea H e G. es deck, un subgrupo distmguiao ue c , 

definicion. existe un grupo (G’ , *’) V ^ homomorf.smo 

/ : G -*-G’ tal que 

N ( f) = h = C x e G / f(x) = ej 

. * 

Se trata de probai que existe £ e E. tal que 


4><£) = H 
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Para esto definimos la siguiente relacion de equivalencia en G 

x, Ex 2 ■* f(xi)=f(x 2 ) ( 1 ) 

£ es compatible con *,pues 

X, £ X 2 A JPl £^2 =»/(Xl)=/(x 2 ) A /(j'l)=/(>’2) =* 
=>f(xi)*'f(yi)=f(x 2 )*'f(yi) ** 

=>/(xi *y 2 ) = f(x 2 *>’ 2 ) 

por composition en G’ y por ser/ un homomorfismo. 

Por m resulta 

V * 

(A*i * ) £ (A2 * >*2 ) 

Es deck: £ el, y se verifica 

<!>(£) = N (/V= H 

Entonces <£ es sobreyectiva. 

De i ) y ii) ^resulta biyeetiva, y en consecuencia 

i-G 

No me ion A „ * 

Si £ es ana relacion de equivalencia compatible con la ley del grupo ( , hV 

subgrupo distinguido asociado, escribimos-| =f, y se tiene el cociente de G por el 
subgrupo distinguido H. 

Ejemplo 8-1 7, 

Investigates los subgrupos distinguidos de (Z , +)• Si H es un subgrupo distingmdo 
generico, de aeuerdo con la definicion, existen un grupo G y un homomorfismo 

tal que N(/) = H 

* 

Una posibilidad es H = ^0^ segun 8.9.1. 

Si H ¥={ 0 } , entonces existe x * 0, tal que x eH, y resulta 0 - x = - x eH, es 

decir. en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los element®; no nulos x y ^ 
que significa que en H hay enteros positivos. Entonces, por el pnncipio 
nrHenacion hav en H un elemento rmnimo positivo, que llamamos ns 

1“T™.To.. .1 co.jun.o A de **» los mtiapK. »»» de ». , 
que H = A. En efecto 

i ) Sea x e H; lo dividimos por n y se verifica 

% ~ ft . Q "E T A 0 ^ T ^ Yl 

t- y 

r = x - n . q ( 1 ) 


Entonces 
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Por definicion, si n € N y q € Z, entonces 

n. q — «+« + ... + n si ? 0 


n. = + (-«) + ... + (-«) si ?<0 


si q — 0 


. en tcdo case n . q € h. y 


results f 


ta r € H, y siendo w e? mini mo 


entero positive de H necesar laments es r — 0 , esdeeir 

x = n. q =>xeA 

Asf se tiene H C A. 

ii) Sea x e A. Por la definicion de A se tiene x — n . tn con me Z. 
Ahora bien 

n t m = «+ » + ...+n si m > 0 


n. m = (-«) + (-«) + .. . + (-«) si m<0 


n. m — 0 si m — Q 


En todo caso, se verifica x - n . m e H, es deck, A H. 

LuegoH=A. 

Esto signify a que todo subgrupo distinguido de (Z , +) se identifica con ei conjunto 
o bien con ei conjunto de los multiples de un entero positivo. 


gjO StJBGRUPOS NORMALfcS 0 1NVARIANTES 
8,10.1. Definition 

El subgiupo (H , *) de (G , *} es normal o invariante, si y solo si se verifica 

xeG a y eH ==> x *y *x~ l e H 


Ejemplo 8-1 i. 

Todo subgrupo de un grupo conmutativo, es invariante. 

Sea (H , *) un subgrupo de (G , *), y este conmutativo. Entonces 
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V y \/x:xeG a y eH =» x * y * x " 1 — 
~ e * y—ye H 


X * x ' 1 *y 


y por definicion 


(H , *) es invariante. 


8,10.2. Teorema.Un subgrupo es distinguido si y solo si es invariante. 


I) (H , *) es distinguido ==> (H , *) es invariante. 

Sea ^ h relacion de equivalence en G, comps 


% * * 33 * IE 1 , 

«ir ... -k W • -mM a, ♦ 



= N (/) -lx eG If (x) = e’ ? = l x e G / x ^ e > 


ak St 


iinj 


( 1 ) 


Por(1) 


y e H =* $ 


Por la compatibilidad 

xeG is *x*v'~x*e=*je*v'* w x s:> 

-1 _ 

^ y ^ jg ^ y f: y ^ X ^ Q ^ 

=*• x *y * x * 1 € H 

y en consecuencia (H , *) es distinguido. 

II) (H , *) es invariante =» (H , *) es distinguido. 

Como (H , *) es invariants sabemos que 

reG a y £ H x *y * x -i eH 

a) Deflnimos en G la relacion ~~ mediante 

x { ~ x 2 Xi * X? e H a x\ l * x 2 £ H (2) 

* 

Se verifica: 

i ) Reflex ividad. 

x e G x * x~ 1 € H a x ~ l * x € H => x x 

ii ) Simetria. 

-1 -j 

Xi ~~ x 2 *x 2 eH a x { *x 2 eH => 

-► X~ l *jfi *.Tj‘ *x 2 e H A x 2 * x~i * x 2 * x 2 e H => 
=*x 2 f H a Xj 1 *x, eH =»xj 

Por (2), por ser H invariante. por G 4 y definicion (2). 






isnu c n i)i grupo 


iii) Transitividad 


m. Xl *xl l e H A x;‘»^eH a x 2 *x e H a x 2 * Xi eH=* 
=> xi * x ' 1 *x 2 * x 3 * eH a X, *x 2 *x 2 *x 3 eH => 

=s.x, *x"’ eH A x ' 1 *x 3 eH =>x, ~ * 9 


x 3 


For (2), composicion en H, G 4 y (2) 
b) ~~ es compatible con * en G, pues 

Xj ^2 *** Xi * x 2 l € H 


( 3 ) 


Por ( 2 ) 


* * 
X, -Aj 


' , r M 

■»* A- «- * * 


A i ’ A » 


y * *y' * v * ) * Y 6 H 

i ” v* | * 2 * i 


Por ( 2) y por ser H invariante 
De (3) y (4) 


x, *<*; **;"‘)**r **t **r eH =* 
*.•(*;* 

ri "i, 


=* fx | * X ! ) * (x * * X 2 ) € ^ 


2 ' 


*» (x* *x!)*(x 2 ^x^) - eH 


(4> 


Por G 4 ,G 2 , e inverse de la composicion. 

Analogamente se prueba que 

(Xi *xj)“ i * (X 2 * X 2 )€ H 


Luego 


Xi * x\ ~ x 2 * x a 


c) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G’, asociado a ~ tal 


me 


G’ = N(/)= xeG/x^) = H 


Luego H es distingukio. 


8.11. GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO 

8.11,1- Relacion de equivalence y codases 

Sea (H , *) un subgrupo de (G , *). Definimos en G la relacion ~ mediante 

ab 0 a* * b e H (1) 
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Es decir, dos elementos estan relacionados si y solo si la composicion del inverse del 

primero con el segurido pertenece a H. 

La relacion ( 1 ) es de equivalence pues verifies 

i ) Reflex ividad 

ae G a’* a ~ee H a 

ii) Simetrfa. 

a^b => a’ *be H => (a 9 * b) 7 € H b’* a € H =* h 

* 

De acuerdo con (1), por ser H un grupo, por inverse de la composicion. 
inverso del inverse, y por ( 1 ). 

iii) Transitividad. 

P 

u b a b a f * b e H a c e H => &* * b * b *ceH ^ 

^ a } * c eH =* a 

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una particion 
de G en clases de equivalence. siendo 

K u = (x eGl u 

'c* 

Ahora bien 

u~x => u** x — ae H x — u * a 

En consecuencia 

K u = |x e G / x = u * a a a € H } 

K recibe el nombre de coclase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con 
los simbolos uH y Hu los conjuntos 

- wH*x/x€H j 
Hh = |x *u / x € H j* 

G 

entonces es facil verificar que K u = uH, y el conjunto cociente*^ es el de las coclases a 
izquierda de H en G. 
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8.11.2. CompttibiHdad y grupo cociente 

Sea H un subgrupo del grupo conmutativo G. La relacion de equivalence definida 
en G es compatible con la ley de composicion *, pues 

q => a ' i! 6 H a c * c/ £ H ^ 

* cY * (b * d) € H & * <* ^ 


De acuerda con el teorema fundamental de compatibdidad, existe en H una umca 
ley de comaosicion interna tal que la aplicacion canonica f : G ^ es un 

epimorfismo y ( *’ ) es un grupo conmutativo. 

El conjunto—. dotado de la ley de composicion inducida, se llama grupo cociente 

de G por la nlacion de equivalence (1). 

La manen de operar con las coclases es la siguiente: 


( 1 ( H) *• (t’H) = / (u) *’ / (V) =f(u*v)-(u*v) H 


Ejemplo 5-/9. . -i 

Sean el gupo abeliano (R 2 , +) y el subgrupo H — , x) I x c Rj 

Geometrcamente. H corresponde a la bisectriz del primer cuadrante. La relacion de 
equivalence (1) se traduce en 

*(-a.~b)+(c,d)€ H - (c, d) = (a , b) + {x ,x) 

Se tiene mtonees 

K (a . d) ~{a, i>) H ={(«+.*. fe + x) /* e R ) 



y eliminardo el parametro a se tiene y - 2-x 1 , es de ^ ir ’- 1 ''' * + K que 

correspond a la recta paralela a la primera bisectriz que pasa por el punto ( 0 , 1 ). 

El conjunto cociente, que representamos a continuacion, consists, e " * “ d * 

rectas del piano cuya direccion coincide con la de la pnmera bisectnz. J 

indices es ; = ((0 , n) / v e r} , o sea, el eje de ordenadas. 
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En ei grupo cociente, la ley inducida es la suma de coclases, y se efectua asi 


O bien 


K(o,iO + - K (0,t+t>’) 


(0 , v) H + (0 , v') H = (0 , v + v r ) H 


Es claro que la coclase neutra es K<o,o) H Y op uest u de vH es ( v) H. 


8.12. GRUPOS CICLICOS 

8.12.1. Generadores de un grupo 

* 

Sea S una parte no vacta del grupo G. 


Subgrupo generado por el conjunto no vaci'o S C G es la interseccion de todos 

los subgrupos que contienen a S. 

Si S es el subgrupo generado por S. entonces podemos escribir 

s = n H f 

H t 3 S 

donde H,- es un subgrupo de G que contiene a S. 

Es claro que ei subgrupo generado por S es el minimo subgrupo, en el sentido de 

inclusion, que contiene a S. 

Si S = G, entonces se dice que S es un generador de G. 
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.'A 2.2. Grupo cfclico 
Sea (G , *) un grupo 


Jefinkion 

El grupo G es cfclico si y solo si es generado por un elemento 


Es d ec ir 


G es cfclico 3 a € G / G 


D ,tamos que el grupo ciclico G, generado por a, es infinite si y solo si no existe un 

••'taro positivo m tal que a m =a*a*.,.*Q— e - 

Si « es el menor entero positivo que verittca a n = e\ entonces e< grupo u umuw cn 

. elementos distintos 


e f a , .. 


n-1 


?e dice que es cfclico de orden n. 

Es obvio que el subgrupo de (G . *). siendo G un grupo arbitrario. generado por 
: e G. es cfclico, 

Definition 

El elemento a € G es de orden infinite si y solo si ei subgrupo generado por a es 

E! elemento a e G es de orden n (natural) si y solo si el subgrupo generado por a 
es de orden n. 

jemplo 8*20. 

i j grupo tZ , +) es ciclico, pues esta generado por el entero 1 , y su orden es 
infinite, pues no existe ningun numero natural n que verifique 

14 - 1 + . , . + 1=0 

--- y 

n __ 

a ) El grupo (Z,j . +) es cfclico, ya que esta generado por t, y de orden n pues 

T +T 4- ... +1 = 0. 

_ 


8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO 


Sea a un elemento del grupo G. 

Definition 

Traslacion a izquierda del grupo (G , *) por el elemento a 6 G es la funcion 

f a : G -* G tal que f a (x) = a*x 
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Puedq demostrarse facilmente que toda traslacion a izquierda del grupo G es 
biyectiva. 

Analogamente se define la traslacion a derecha. 

Si T (G) =<j/ : G-+G// e s biyectiva^ , entonces de acuerdo con el ejemplo 8*3, 

(I (G) , o) es un grupo, Uamado de las trasformaciones de G. 

Toda traslacion a izquierda de G es una trasfomtacion de G, es decir 

aeG =>/ 0 eT(G) 

Si G es finite, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G. 

Eiemplo 8-2!. 

Sea G un grupo. Entonces la funeion 

g : G -+ T (G) tal que g (a) =/<, para todo a e G, 

es un morfismo inyectivo de G en T (G). 

i ) g es un morfismo pues 

Va Mb MxeG : (g(a *b))(x)=f amb (x) = a*b*x = 

y por definicion de funciones iguaies results 

g{a * b)= f a ° ft 

ii ) g es 1 — 1. 

Sea a € N (g ). Entonces g (a) = f a =i G pur definicion de nucleo, 

Como 

a* a-f a (a) = *g i a ) = a 

Se tiene 

a * a — a * e 

m 

Y cancelando resulta 

a - e 

Es decir: N (g) = j e j y en consecuencia g es 1 - 1 • 

8.14. GRUPOS FINITOS 

* 

8.14.1. Indice de un subgrupo 

Sea G un grupo. Por definicion, G es finite si y solo si c (G) — n . Orden de un giupo 
fmito es el numero cardinal del mismo. 
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Sea H un aibgrupo .del grupo finito G. El grupo cociente — , de las codases a 
izquierda de 1 , es finite y su cardinal se llama indice del subgrupo H en G. 

8.14,2* Teorema Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito G, entonces toda 

codase a izquerda de H tiene k elementos, 

Hipotesis) (G , *) es grupo finito. 

(H . *) es sibgrupo de (G , *), de orden k. 

Tests) c (mH)= k para todo ue G. 

Demostracioni 

Debemos probar que H y uH son coordinables, y para ello definimos 

/: H -*mH mediante f(a) = it * a 

i ) fe sla restriecion de la traslaeion a izquierda/,, : G -»G al subconjunto H. y 

en onseeueneia es inyectiva. 

ii ) /essobreyectiva. pues para todo v € t/H existe x = it* * v, tal que 

j ( x ) = / ( U * * V ) — u * U * * X “ X 

En consec«encia,/es biyectiva v c (wH) = c (H) — k. 

8.14.3. Teonma de Lagrange. El orden de todo subgrupo de un grupo finito es 
divisor del orden del grupo. 

En efecto. si H es un subgrupo de G y o (H) = k. por 8.14.2. el cardinal de toda 
codase a izquierda de H es K y corrto estas son disjuntas resulta 

o(G) ~ m. k = m. o (H) 

Es decir 


o (H) i o (G). 
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terminar an cad a case si el par (G , *) es 


{*/ 


x — 2k + l A ke Z > 


* es el producto ordinario 

b) G = {x/x = 3k, a kezj 

* es la adicion en Z 

f ^ 

c) G ~ ^ & 4* h V - / & £ Q a b € Q> 

* es el producto habitual 

d) G = {x/;c = 2* a ke z} 

* es el producto 

8-23. Verificar que los siguientes conjuntos son grupos ciclicos multiplicativos, y 
determinar sus generadores 

i ) G={ 1 .-1 

ii) G = ( 1 ,z ,z 1 } siendo r = -Ar +i 


8-24. En R* se define * mediante 

a * b - 2 a b 

Verificar que (R* , *) es grupo abeliano. 

» 

m, •k pn <»i ^oniuptn C de los mimeros comoleios se considera * defmida nor 


Fro oar que (C , * } es g rupo 


8-26. En R 1 ={///: [0,1] -^R j se define la sumade funciones por medio de 

r (f + g)(x) = f(x) + g(x) 

Demostrar que (R 1 , +) es grupo abeliano. 

8-27. Demostrar que (R n , +) es grupo abeliano, siendo R" el conjunto de todas las 
w-uplas de numeros reales, y la sums definida por 

(x, ,X1 , ... ,-S n ) + 0 'i ,y 2 .y„) = (*l +^1 >*2 + y 2 > ■ • • + yn ) 

8-28. Formar el conjunto de todas las simetrias y rotaciones del triangulo equilatero 

w 


f 



< 

J 
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que lo transforman congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la 
composicion de funciones es ungrupo. Formar la tabla. 

8-29. De terminal tod os los subgrupos en el caso del ejercicio anterior. 

8-30. Sea H ={(*,, jc 2 . x n ) e R" / x t = o) . Demostrar que (H , +) es un 

subgrupo de (R n s -F). 

8-3 /. Verificar que (R 2X2 , +) es un grupo abeliano y que (H , +) es un subgrupo, 
siendo H el conjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas que 
verifican A = — A . 

, P i, 4 

Tales matrices se Hainan antisimetricas y satisfacen a { j = —a,j V i v /. 

8-32. Sean A = R ~{G}y la funcion/: A -* A tal que / (.t) = x 1 . Demostrar que / es 

un morfismo del grupo (A ,.) en si mismo, y determinar su nucleo y su imagen. 

* 

8-33. Investigar si f : A-*-A defmida por / (x) = x 3 es un morfismo, en el mismo caso 
del ejercicio anterior. 

8-34. Demostrar que f: R* R tai que fix) =■ log 2 x es un isomorfistno de (R ,.) en 

g.35, Sean / un homomorfismo del grupo G en el grupo G\ y H un subgrupo de G . 
Demostrar que su p re imagen f~ l (H) es un subgrupo de G. 

8-36. Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente: 

>3x eG : x *x—x 

y,'i 

Demostrar que G es unitario. 

8-37. Si (G , *) es un grupo que verifies jc * x « e para todo x € G, entonces es 
conmutativo. 

8-38. Sean (G , *) un grupo y a un eiemento fijo de G. Se define 

f a : G -► G mediante fix) = a~ l * x * a 
Demostrar que f a es un automorfismo en G. Tal automorfismo, definido por 

a e G, se llama automorfismo interno. 

8-39, Demostrar que la composicion de dos homomorfismos de grupos es un 
homomorfismo. 

8-40. Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , *), con la composicion 
de funciones. Demostrar que la funcion 

F : G Aut (G) definida por F (a) = /« 

es un morfismo. 

. * 

* 

8-41. Sea (G , *) un grupo. En G se define la operacion © mediante 

ao b - b *c 

Demostrar que (G , °) es un grupo y que ambos se identifican si y solo si * es 
eonmutativa. 


2 'S3 



TRABAJO PRACTICO VIII 


8-42. Con relation a los grupos del ejercicio anterior, demostrar que la funcion 

/ : (G , * ) (G , <>) definida por / (x) = x 9 

es un isoniorfismo. 

8-43 . En Q 2 se considers * definida por 

(a ,b) * (c ,c/) = (0C ,bc 4 d) 

Determinar si Q 2 tiene estructura de grupo con *. 


8-44. Sean S y T dos subgrupos del grupo aditivo (G , +). Se define 

S + T = { x + y ! x e S a ye T j 

r\ C L T ii^rip f* 

i/CliiUdUdi ' A va ~ 

J 

8-45. Demostrar que en todo grupo el unico eiemen to idempotente es el neutro. 

8-46. Demostrar que el semigrupo (X , *) es un grupo si y solo si ias ecuacior.es 
x * a “ b y a * x = b son resolubles en X, 0 


8-47. Sean los grupos (G , *) y (G* ,*’)y /: G -*G’ un homomorfismo. 

Demostrar que / es un eptmorfismo si y solo 1 (/) - G\ 

8-48. Sean los grupos (Z , 4*) y (G , *) y la funcion /: Z -► G tal que /(«) = a” con 
a £ G, Demostrar que f es un morfismo y que su imagen es el subgrupo ciciico de 

G.generado por a. 

8-49. Sean los grupos (R 3 . +) y (R 1 . +). Probar que / : R 3 -*• R J definida por 
f{X \, x 2 , * 3 ) 35 (X\ - Xs - x$) esunhomomorfismo. Determinar su nucleo 

y su imagen. 

8-50. El subgrupo H de G es normal, si y solo si t/H = Hu. 

8-5L Sean los grupos (G 3 , .) y (G 4 , .). Demostrar que la funcion / . G 3 G 4 
definida por f(z) = z Va es un homomorfismo, y determinar N {/) e 1 (/). 

8-52. Demostrar que el subgrupo H de G es normal si y solo si la imagen de H es igual a 
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante. 
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Capitulo 9 


E STRUCT UR AS DE ANILLO Y DE CUERPO 


9.1, 1NTRODUCCION 

Con e! agregado de una ley de composition interna sujeta a ciertas condiciones se 
enriquece la estructura de grupo abeliano y la terna asi obtemda consmuye otro 
sistema axiomatico. Se definen aqui la estructura de anillo y el caso particular e 
cuerpo. Lo mismo que en el caso de la estructura de grupo, se estudian ™s pro P >edade 
baskas y se introduce el concepto de ideal. Despues de tratar la factonzacwn en los 
dominies de integridad prinapales, se introducen el anillo de los enteros y el cuerpo de 

los rationales. 


9 . 2 . estructura de anillo 


Sean un conjunto no vaefo A, y dos funciones. * y 
Definition 

La tema (A , * , •) es un anillo si y solo si 

1, El conjunto con la primera ley es un grupo abeliano. 
2 g] C oniunto con la segunda ley es un semigrupo. 

■*« «• «'1J . 4 .... -Si. •«:» 


I 


PV PS 

; f ”5.- >*.' 


Ret'ormulamos la definicion tentendo en cuenta que las dos leyes de composiuoi. se 
llaman aditiva y multiplicativa, y que se las suele denotar con + y •, respectivamente. 

Definition 

La tema (A , + ,.) es un anillo si y sob si 

1. (A , +) es un grupo abeliano. 

2. (A ,.) es un semigrupo. 

3. El producto es distributive a izquierda y derecha respecto de la suma. 

Estas condiciones se traducenen los siguientes axiomas: 

v "V. 
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Aj: La adicion es ley de composition interna en A. 

i< 

\rfn V/i * /I P A A jF) f? A ^ d b € A 

V V* ¥ - 

A 2 : La adicion cs asociativa en A. 

Va Vb Vc e A : (a + b) + c = a + (Jb + e) 

A, ; Existe neutro en A. que denotamos con 0, respecto de la adicion 

30€A/Vtf€A:tf + 0 = 0+ a ss tf 


+ i » 


if n A 


Vae A ,3 -a e A/a +(-a)= (-a) +a-0 

A e : La adicion es conmutativa 

Vfl VkA:a + /? = Hfl 

\ : £i producto es ley de composicion interna en A. 

\fa \fb : a € A a b e A => a. b e A 

A 7 : El producto esasoeiativo en A 

Va Vc € A : (a . b ). c = a . (b . c) 

A 8 : El producto es dobiemente distributive respecto de la suma. 

(a. (b+c) = a.b+a.c 

\fa \fb Vc € A I C 


VaVbVce A : 


(b + c) .a = i?. £ + c . a 


Si, ademas, ocurre que la segunda ley de composicion es conmutativa diremos que 
el anillo (A , + ,.) es conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del 
producto, que denotamos con 1 , entonces se llamara anillo con identidad o con 
unidad. Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son inversibles se llama 

anillo de division. 



fe # 


Clasificamos las siguientes tern as 

i ) (N , + ,.) no es anillo, pues no existe neutro para la adicion. 

it) (No , "E , ) no es aiullo, porque los elementos no nulos de No careeen de 
inverso aditivo. 

iii) (Z , + ,.) es anillo conmutativo y con unidad. 

iv) (R 1 , 4 * , .) es el anillo conmutativo y con unidad de las funciones reales 
definidas en I = [ 0 , 1 ] con la suma y el producto de funciones, llamadas 
leyes de composition punto a punto, definidas en los ejercicios 5-31 y 5-36. 
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H STRUCTURA DE ANJLLO Y DE CUR RPC). ENTEROS Y RACIONALES 


9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS 

9,3.1. El producto de cualquier elemento de un anillo por el neutropara la primera ley 
es Igual a este. 

Hipotesis) (A , 4-,.) es anillo. 

Tesis) a . 0 = 0 . a = 0 
Deniostracion) 

Cualquiera que sea x e A, por A 3 se verifica 

* 

X t 0 ~.Y 

Fremultiplicando por a 

a . ix + 0) = a . x 

For la distributive! ad 

a . x + a . 0 — a . x 

* 

En virtud de A 3 

<2 . x + . 0 — * 4* 0 


DIVISORES DE CERO 

9.3.4. En todo anillo vale la distributividad del producto respeeto de la difereneia. 
Se trata de probar que (a— b).c~a.c — b.c 

Por definition, se sabe que a — b = ct 4- (— bf Entonces, aplicando A$ y 9.3.2. 
(a ~ b) . c = [<? 4* (" Z?>] = + 


9.4. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO 


9.4.1. Concept© 

Fn el eiemnlo S-15 hemos analizado las leves de composition interna, Uamadas 

mi * 

suma y producto de elases, inducidas en el conjunto eociente de Z por la relation de 
conaruencia modulo n = 3. De acuerdo con 9,2 results (Z 3 , 4* ,.) el anillo 
conmutativo y con unldad de las clases de restos modulo 3. En los ejemplos 545 y 
S16 hemos confeccionado las tablas de la adicion y multiplication en Z 3 y Z 4 . En el 
primer caso hemos observado que elementos no nulos dan producto no nulo; pero en 
el segundo caso ocurre que hay elementos no nulos cuyo producto es nulo. En 
(Z 3 t + , ,) elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen 
divisores de cero. En (Z 4 . 4- ,.), en cambio, hay divisores de cero. 


For ley cancelativa en el grupo (A , -P) 

a . 0 = 0 

Analogamente se prueba que 0.0 = 0. 

Esta propiedad suele enunciarse asi: en todo anillo, el producto por 0 es 0. 

9,3.2, En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igual al 
opuesto de su producto. 

Por distributividad, A 4 y producto por 0, se tiene 

(— a) . b + a. b = (— a 4- a) . b — 0 . b — 0 

Es decir 

i * 

(~ a). b + a. b — 0 

Entonces 

(~a).b = ~~(a. b ) 

— • - -t <•*■— —v—- Ar -• — - -- * ■* • 

«• 

s 

De manera similar se prueba que a . (— b) = — (a . b). 

9.33, En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igual al 
producto de los mismos. 

Aplicando reiteradamente la propiedad 9 . 3 . 2 ., y por opuesto del opuesto, resulta 

(~~ a) . (— b) ~ ~ [a, (— b)} = — [— (a . h)]~ a. b 


jr* * * * 

Defimaon 

El anillo (A , + , .) no tiene divisores de cero si y solo si elementos no nulos dan 
producto no nulo. 

En simbolos 

(A » 4-, . ) carece de divisores de cero ^ Vx a y =£0 x . y ^0 

Equivalentemente, por medio de la implication contrarrecfproca se tiene 

(A . 4-, . ) carece de divisores de cero ^VxVy;x,y = 0=>^ = 0 v y - 0 

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es 
suficiente probar que si el producto de dos elementos cualesquiera es cero, entonces 
alguno de los facto res £s cero. 

Negando el antecedente y el consecuente del biconditional que expresa simbolica- 
mente la definition, resulta 

(A , 4-, . ) tiene divisores de cero <=>3x3y / a y ^ 0 A *. y = 0 

Definition 

El anillo (A , 4 ,.) tiene divisores de cero si y solo si existen elementos no nulos 
que dan producto nulo. 

r 

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z n , 4-,.) no tiene divisores de cero si y solo si n es primo. 
Por definition, el numero natural n ^ 1 es primo si y solo si los unicos divisores 


i 




&*>/.£'' ' ^j.~* ■ *y. >cfoM •' •’ ^h-»fc«H 
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I STKUCTVKA DE ANILLO Y D1 LOLRPO. ENTEROS Y RACIONALLS 


natarales que sdmite son 1 y n. Decimos que n > 1 es compuesto si y solo si n 

siendo 1 <x<n y 1 <y<n. 

I) Si (Z„ , 4 ,.) no tiene divisores de cero, entonces n es primo. 

Suponemos que n es compuesto> es decir 

n^x.y donde l<x<« y l<v<« 0) 

Si /: Z -» Zr, es ia apiieaeion canoniea, se tiene 

f (n\ - f ix . v) 


x. y, 


morftsmo respecto de! product' 


fix) .fiy) 


De aquerdc con (1) 


/(x) = x y /(y)=.v 


Ademas, cotno n~ 0. por defmicion de apiieaeion canoniea e imagen del neutro 
por un homorfismo, es 

-<* ? -Tk »t 

/ <ff) = / (U) = u 

Sustituyendo en lalguaidad anterior resulta 


0 =x.y a x=£0 a y=A0 

lo que nos dice que en Z„ hay divisores de eero, contra la hipotesis. 

II) Si n es primo. entonces (Z„ , + . •) no tiene divisores de cero, _ 

Sean x y y en Z R tales que x . y = 0. Se trata de probar que x = 0 v y 
Por defmicion de apiieaeion canoniea, la igualdad anterior puede esenbirse 

f(x) .fiy) =/(0) 


For ser f un tnorfismo 


f a Y‘ 
it % * i 


_ r 

t' I ~ § v, .? 

5 or ^ 


por 


X . V 


Por defmicion de congruencia modulo n 

n\x.y 

Anticipamos el uso de una propiedad que demostraremos en 9.7.7. a saber: si un 
numero primo es divisor de un producto, entonces es divisor e a guno e os ac or 

En consecuencia 

n i x v n i y 




?> 
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Es decir 


v ~n \/ v ~0 

* V ^ 


En consecuencia 


x — 0 v y — 0 


9.4.3. Ley cancelativa del producto 


tn el a mi So *, 


verificaia ley cancelativa del producto para todo elemento 


no nuio 


a. c 


En cambio en (Z l2 , + ,.) es falsa la proposicion 

3.4 = 3.8 =>,4 = 8 

V el antecedents y F el consecuente. Es decir, en Z n no es valida la ley 

P ° f f\ 1, " oducto oara todo elemento no nulo del anillo. La no existence de dr- 
cancelativa del producto para i ~ . I vaiidez de ia lev cancelativa 

visores de cero es condieion necesana y suticiente para la vaimez ae y 

del producto. 

.WM. Un anillo no liana dl*o»> da card < y >«o 1 vale 1. lay cancala.i.a dal 

producto para todo elemento no nulo del rrnsrno. 
n Hipotesis) (A , + , -) carece de divisores de cero. 


x. - 


a z ^ 0 


Tesis) x = y 
Demostracion) 

Por hipotesis es 

Por trasposicion en (A , +) 


x . 2 = y • *• 


.3 

9 

--a <■ 


t o HP 


Tn .4 l Wtj 9 1 i VI *1 *% o 

r\}f ulbl*»a 


!i' ft , ^ 

r k- * 


Como no existen divisores de cero y z & 0 resulta 


x — v = 0 


Es decir 


x 


II) Hipotesis) (A »+ , -) es tal que a . c b . c A C 0 = a 

x. y = 0 





2?0 



Tesis) x — 0 v y — 0 
Demostracion) 

Suporiemos que y =£ 0, Debe ser necesariamente x = 0. 

Por A 3 , cualquiera que sea z e A, se verifica 

z. y = z . y + 0 

Como per hipotesis x . >’ = Q, se tiene 

r . v = r . v + x . v* 

* 

Por distributividad 

z,y^ (z + x ). v 

Por ley caneelativa, ya que y ^ 0, results 

z = z + x 

Es decir 

x = 0 

Ejemplo 9-2, 

En el conjunto R n * r y de todas las matrices reales de n filas y n columnas. se define 
la multiplication por medio de la siguiente regia: si A y B son dos matrices n x u, en- 
tcnces la matriz product© C = A . B es tal que el elemento generic© c u es igual a la 
suma de productos de los eiementos de la fila i de A, por los correspondientes elemen- 

tos de la columna/ de B, es decir 

n 

Cjj ~an . bn + a i2 . b 2j + ... + a in . b nj = 2,_ ^ a iH . b Hj 

r-1 2 0] [2 1 - r 

Por ejemplo, si A = I 3 01yB= 0 4 3, entonces la matriz 

L 0 — 1 lj L-l -2 -3. 

/* 

producto C = A . B pertenece a R 3 x3 , y es tal que 

en = (— 1). 2 + 2.0 + 0 . (— 1) = — 2 

A 

Cl2 =(— 1 ) . 1 + 2 .4+ 6 . (—2) = 7 , etcetera. Entonces 

■-1 2 01 r 2 1 —11 r —2 7 7 

C = A.B = 3 01- 04 3= 5 1 -6 

L 0 —1 li L— 1 —2 — 3J L-l —6 —6. 

VI desarrollar el trabajo practice que se propone al termino del capitulo, el lector 
pedra comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con 
neu $ro, y distributive a izquierda y derevdia rsspecto de la suma. 
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El elemento neutro es la matriz identidad I e R nxr \ tal que 

a u = 1 si i=/ 
a u = 0 si / H 

Es decir, estd formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de esta. 

De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el ejemplo 5-8, la terna 

(R nxn , + ,satisface 

Ai : Ae R" xn a BeR**" =>A + BeR nxn 
A 2 : (A + B) + C = A + (B + C) 

A 2 : 3 N € R" xn / V A e R" xn : A + N = N + A = A 

A 4 : VAer xn , 3-AcR" XB / A+(-A) = (-A) + A = N 

A s : A + B = B + A 

A 6 :AeR nxn a BeR nxn =>A?BeR n * n 
A 7 : (A . B). C = A . (B . C) 

A 8 : 3 I € R n * n /V Ac R nxn : A . I = I. A = A 

A 9 : A . (B + C) = A . B -f A . C a (B + C) . A = B . A -P C . A 


Se trata del anillo no conmutativo, con identidad, de las matrices cuadradas n x n. 
Podemos verificar la existencia de divisores de cero en el caso particular 

(R2X2 

, + mostrando que matrices no nuias pueden dar producto nulo. En efecto 

n — 11 r— i o] 

AH qJ^N y j Q j#N, y sin embargo 



Ejemplo 9-3, 

' •» 

* La terna (P (U) , A , O) es un anillo conmutativo, con identidad y con divisores de 
cero. En efecto 

1. (P (U) , A) es grupo abeliano, como esta justificado en 2.11.2. 

2* (P (U) , O) es un semi grupo conmutativo, con identidad. 

3. La intersection es distributiva respecto de la diferencia simetrica. 

A n (B A C) = (B A C) n A == (B n A) A (C O A) 

La demostracion figura en el ejemplo 2-28. 

4. Existen divisores de cero, pues si A y B son disjuntos y no vacios se cumple 

A ¥^(j> a B ^ 0 a A n B = 0 




*>7 

£* f 


INSTRUCT UR A DE AN1LLO Y DE C'UERPO. EK EEROS Y UA< IONALES 


9.5. DOMINIO DE INTEGRIDAD 

i- 

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de 

int Laf ternas <Z , + (R , + V <Z» •+• -) son dominios de inte 8 ridad ' Si P 

denota el conjunto de los enteros pares, entonces (P , + ,.) es anillo conmutativosm 
divisores de cero y sin elemento unidad: en consecuencia no es dominio de integrated. 


9.6,1. Concept© de subanillo 

Sea (A , + , .) un anillo. Un subanillo de (A , + ,.) es una parte no vac fa de A que 
lisne estructun de anillo con las rnismas leyes de composition. 

Defimaon 

El subconjunto no vacfo S C A es un subanillo de (A . + .si y solo si (S +) es 
subgrupo de (A . +), v ademas S es cerrado para e! producto. 

Resulta obvio que una parte no vacfa S C A es un subanillo de (A . + , ■) si y solo si 
para todo par de elementos a e A y b e A se verifica a — be Ay a. be A. 

Ejemplo 9-4. 

Sea ae Z. Entonces el conjunto de todos los multiplos enteros de a 

f \ 

S =- k. a ' keZ > 

s 

es un subanillo de (Z , + ,.). 

En efecto,si-c eS a v eS,entonces.v = k. a a v = k’.a. 

Luego 

y — v — k. g — k \ a = {& k } < 3 ~ k . a 

* * 



For otra parte 

x e S a yeS**x~k.a a y — k . a => 
=>x.y = (k.a. k’).a => x. v ~ k*\ a =>x . y €S 

9.6.2. Concepto de ideal 

Sea (I , +,.) un subanillo de (A , + , .)* 
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Definition 

El subanillo I de A es un ideal a izquierda de A si y solo si 

x e A a a e 1 => jc . a e 1 

El subanillo I de A es un ideal a derecha de A si y solo si 

a € 1 A x € A => a . x € l 



El subanillo 1 de A es un ideal de A si y solo si es un ideal a izquierda y a derecha 

de A. 


En el case de anillo conmutativo no es precise distinguir entre ideales a izquierda 


a derecha. 

Las eondidones que se imponen al subconjunto f C A. para que sea un ideal, son las 
siguientes 


i ) I =£0 


ii ) a € i a h e 1 => a b € 


iii) a el a b €l => a. b €l 

iv) a e I a jc e A => a . x £ l a jc . a e I 


Ejemplo 9-5, 

El subanillo S de todos los multiplos del entero a es un ideal de Z. 

En cambic, Z no es un ideal de R. 

Todo anillo (A , + , . ) admite dos ideales: el mismo Ay (0},y son Hamados 
ideales triviales. Todo otro ideal, siexiste, se llama ideal propio no trivial. 


9.6.3. Ideal generado por un subconjunto de un anillo 



n 

Z ai. Xi con a* € A 


se llama eombinaeion lineal de los elementos de 5, con coeficientes en A. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las combinaciones lineales de los 
elementos de S, que denotamos por 

_ r„ ' 1 

S = < 2 at. Xi / cii e A a Xi e S a 

i j 






El conjunto SCA satisface las siguienies condiciones: 

i ) S^0 pues 0 = 0 . Xi -L 0 . X 2 T *»* + 0 • e S 

ii) xeS a ^eS =*x-yeS 

iii) xeS a jeS =»x. veS 

iv) x e S A a€A^a.x€S a x . a e S 

Es decir: (S , + , es un ideal de A. Este ideal se dice generado por la familia S. 

En particular, el ideal generado por un unico elemento xeAse llama ideal 
principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entonces el mismo A se llama 
anillo principal, Este es el caso de los enteros, que esta generado por x = 1. 

El lector puede verificar las condiciones iii) y iv). A manera de ejemplo 
comprobamos ii) 

_ _ n n 

x e S a y € S x = 2 a t . x, a v = S b t . x f 

i -1 i= 1 


x -y = s (a,. Xi - bi . Xi) => 

f n 

(a f -b t ).x t =>x - v = 2c j x, => 

i— 1 Fl 

x — y e S 


9,7. FACTORIZACION EN UN ANILLO 

Sea (A , + , .) un dominio de integridad principal. En este caso, todo ideal de A esta 
generado por un unico elemento. 

9.7.1. Maximo comftn divisor 

En A definlmos la relacion de divisor mediante 

x\y o3zeA/y-x,z 

Si d es tal que d I a y d 1 b t entonces se dice que d es un divisor comun de a % de b, 
o bien que ay b son multiples de d. 

* 

Defmicwn 

El elemento d e A es un maximo comun divisor de a y b si y solo si d es 
divisor de a y b, y ademas multiple de todo divisor comun a ellos. 

Es decir 

d \a a d | b 

d es un M.C.D. de a y b 

d’\a a d’ j b => <V | d 

L 

En Z, tanto 2 como — 2, son un M.C.D. de 4 y 6. 


» 
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9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del 
mismo. 

En efecto, sea a e A un elemento inversible. 

Entonces 

V x e A : x = x . 1 = x (a “ l . a) = 

= (x. a" 1 ), a 

y por definicion de divisor resulta 

a |x 

9.7.3. Propiedad, Todo M.C.D. de los elementos a y b de A es una combination lineal 
de los mismos con coeficientes en A. 

Demostracion) 

Sea I el ideal de A generado por los elementos a y b Como todo ideal de A es 
principal, ocurre que I esta generado por un unico elemento d. Por otra parte, como 

fl-l.a + 0.6 A £ = 0 . a + 1 . £> 

* 

se tiene a 6 1 a b e I. En eonseeuencia, existen p y q en A, tales que a — p. d y 
b - q . d, es decir, d es un divisor comun de a y b, 

Ademas, como de I, existen s y t en A, tales que 

d = s. a + t , b 

Sea ah ora d' un divisor comun de a y b: entonces a = x . d * y b =y , d' 
Sustituyendo se tiene 

d = s. x , d* + t . y . J’ = (s. x + t . y) . <f' 
o sea, j d. Memos probado que d — s . a + f. b es un M.C.D. de a y 6. 

9.7.4. Elementos coprimos 

En Z, los enteros 2 y 3 admiten a — 1 y a 1 como divisores comunes. Estos son los 
unicos elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primes entre si. 

Definicion 

Dos elementos a y b de A son coprimos si y solo si todo comun divisor de a y b 
es inversible. 

9.7.5. Propiedad. Si dos elementos a y b de A son coprimos, entonces existen s y f en 

A, tales que 1 = $. a + 1 . b, , J 

Demostracion) 

La unidad de A verifica 1 la y 1 16; es decir. 1 es un divisor comun de a y b . 
Sea ahora d un divisor comun de a y b. For ser estos coprimos, d es inversible y 


* 




por lo tanto esdivisor de 1, de acuerdo con 9.7.2. Esto prueba que 1 es un M.C.D. de a 
Y b, y por 9.7.3., existen s y t en A, tales que 

1 = s . a 4- /. b 


9.7.6. Elementos primos o irreducibles 


En 2, el entero 3 es no inversible y admite unicamente las descomposiciones 


3 . 1 


3 ~ (~~ 3) . (~ 1) 


dond 


C i V 


Se dice que 3 es primo o 


*■ % 
r § ^ 


Definition 

El elemento no inversible a € A es primo o irreducible si y solo si toda 
descomposicion a —x. y es tal que alguno de los facto res es inversible. 

9.7.7, Propiedsd. Si un elemento primo es divisor de un producto, entonces es divisor 
de alguno de los factores. 

Hipotesis) a es primo y a \ b . c 

Tesis) a \ b v j! c 

Demostracion) 

Si a | b, nadr hay que probar, porque la disyuncion de la tesis es verdadera. 
Consideremos el caso en que a i b es F. Como a es primo, se tiene que a y b son 
coprimos, y poi 9.7.5. es 

1 — s. a +1 * b 

Muitipficando por c 

1 . c = s. a. c 4- 1 . b. c 

Es decir 

c ~ . a . c + t > a . x ya que a Id. c ^ b . c = a . x 

Por distributsvidad 
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el simbolo < si y solo si dicha relacion es compatible con la adicion y multiplieacion 
en A, en el sentido siguiente: 

i ) x<v => x 4 z<y -V z 

ii) 0<x a 0<y=*0<xy 
Que el orden es total o lineal significa 

xeA v 0<x v jc — 0 

Si el anillo no es trivial, es deck, si no se reduce al unico elemento 0, entonces los 
elementos x que satisfacen la condition 0 < x se llaman positives y pertenecen al 


SUDC 


n # 
1>\J 


x € A / 0 < x 


"J 


Los opuestos 
subconjunto 


de los elementos positives se llaman negativos y definen al 


x € A / — jc e A= (x e A f 0 < 


x} 


Queda caracterizada asi una partition de A en los subconjuntos A 


✓ s 


v 1 0 > v f»n 


consecuencia 


xeA=>xeA + v x e A~ v x = 0 


9.8.2. Propiedades. Sea (A , + , .)un anillo ordenado por la relacion <. 

I) El producto de dos elementos positives es positivo. 

xeA* a y e A* ** 0<x a 0<v =» 

=> 0 < x y jc y e A + 


Por definition de A + y ii). 

En consecuencia, A* es eerrado para el producto. 

11) El producto de d&s elementos. uno positivo y 


v € ? 


- el otro negative, es neeativo. 

V> 


0 < x y) =» 0<v — {x y i => x y € A 

%y 

Por las definiciones de A* y de-A”, ii), 9.3.2., y por definicion de A". 

III) El producto de dos elementos negativos es positivo. 

x € A" a y€ A~=*—X€A* a —y eA + => 

=» A + =*xyeA* 

* 

Por definicion de A", III) y 9.3.3. 

IV) x <y oy—xe A+ 


s 



V* 4' 
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s 

En efecto 

x <y o x +(~x)<y + (“*) ^ 0 <y~x 
V) x < y a z e A * xz < yz 

Pues 

x<y a zeA + *> Q<y-x a 0<z =* 
=^0<O —x)z =» 0 <yz—xz =>xz<yz 

\n\ V V a 7. F A" ==> VZ <XZ 

x <y a z € A' =>Q<y—x a -2eA + =* 
=> 0<( v — x) (— z) 0 <C — yz 4* xz *► yz < xz 

Nota 

La relacicn inversa se denota por !>, y se define mediants 

x >y y<x 

y ambas caracterizan un orden estricto en A. 

Un orden ampiio v total en. A se define medianle 

x<y x<y v x ~y 


93. ESTRUCTURA DE CUERPO 
9.9J. Concept© de cuerpo 

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son inversibles, se Hama aniilo de 
division. Todo aniilo de division conmutativo es un cuerpo. 

Definition 

La terna (K , + , es un cuerpo a y solo si es un anillo conmutativo, con 
unidad, cuyos elementos no nulos admiten inverso multiplicativo. 

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son 

1. (K, +> es grupo abeliano. 

2 . (K-^ { 0 } ,.) es grupo abeliano/^ 

3. El producto es distributive respecto de la suma. 

& 

Ejemplo 9-6. 

La terna (Z , + , .) no es cuerpo, pues los unicos elementos no nulos que admiten 
inverso multiplicative son 1 y 1 • 

En cambio (Q , + ,.) t (R , + ,,(C , + • + ••>, con P rim0 > son cuer P 0S ‘ 
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9.9.2. Propiedades de los cuerpos 

Sea (K , + ,.) un cuerpo. 

I) Los cuerpos no admiten divisores de cero. 

Sean x e K a y eK tales que xv = 0 (1). 

Si x = €, nada hay que demostrar porque la proposition x=0vj> = 0esV. 
Consideremos el caso x ^ 0. Por definition de cuerpo existe x' 1 . 

Multiplicando (1) por x ~ l 

x _1 (xy) — x’ 1 .0 

Por asociatividad y producto por 0 en el anillo, se tiene 

I v = 0 , es decir: v - D 

r* * r 

II) En todo cuerpo vale la ley cancelativa del producto para todo elemento no nuio 
del mismo. 

Es una consecuencia de 1 y de 9.4,3, 

III) Si b & 0, entonces la ecuacion bx ~ a admite solution unica en K. 

Sea bx = a con b =£ 0. 

Multplicando por b~ l 

b~ l (bx) = b- 1 a 

> 

Por asociatividad y conmutatividad resulta 

(b~ l b)x ~ ab~ l 

Es decir 

1 x = ab~ l 

Entonces 

x = ab~ l 

es la solucion unica de la ecuacion propuesta. En efecto, sea y otra solucion; ssto 
significa que * 

by = a , y como bx — a se tiene 
by ~ bx — 0 =* b (y —x) = 0 

y como 0 resulta y — x = 0, es decir, y — x. 

Nota 

El producto de un elemento de K por el inverso multiplicativo de otro no nulo se 
denota con el simbolo 



y suele Uamarse cociente entre ay b. 


• ■*. 
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IV) El reciproco del opuesto de todo elemento no nulo es igual al opuesto de su 


rec.oroco. 


Dt acuerdc con 9.3.3, y por inverse multiplicativo, se tiene 

[— (x~*)] . x) - x~ l X — l 

Multiplicando por (—x)” 1 

x) (— x) 1 *= 1 (— x )" 1 

Por asociatvidad e inverses multiplicativos resulta 


V) En lode cuerpo se verifies 


— = —— <=> xv = yx 

y y 


En efeeto 


X -i 

“T ^ xy = 


1 o xy ~ 1 yy 9 = x 'v ’~ ! yy ’ 


xy'-yx 


S.10. DOMINIO DE INTEGRIDAD DE LOS ENTEROS 
9,10.1, Relacon de equivalence en N 2 

El lector hi tenido oportunidad de probar, en el ejercicio 3-25, ia equivaiencia de la 
relacion en N 2 definida por 

(a , b ) ~(<z ’, b’) o a + b f = b 4- a* 

La clase de equivaiencia del elemento generico (a , b), es, por definicion 



(.x . y) ^(a t b) ** x + b —y + a 


Se presentan tres cases 

i ) a ~b =* K( 0tb ) = ^(x, y) eN 2 /y = x| 

€ 

ii) a <6 =» K (a>> =|(x , .y) e N 2 /y=x+b—aj 

iii) a>6 =» K (oi)) = |(jc , y) eN 2 ly=x +a — b' [ > 


* 
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En particular 

!t 

K(1,D ={(1 , 1).(2.2).(3,3),...} 
K (1 ,2)={0 ,2),(2,3),(3,4),...} 
K(2,i, = {(2,1) , (3,2) , (4 ,3),...} 

La representation de las clases en N 2 es la siguiente 



Eligiendo un unico elemento en cada clase de equivaiencia, se ob tiene un conjunto 

de indices 


*1 

** -S' l 



Cada clase de equivaiencia se llama numero entero, ye! eocierite 



es el conjunto 


Z de los numeros enteros. 


Definicion * 

Numero entero es toda clase de equivaiencia determinada por la relacion definidd 
en N 2 . 

N 2 

Conjunto de los numeros enteros es Z = —- . 




p 
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Definicion 

Numero entero 0 es la clase 

Entero positivo es toda clase del tipo con n > 1. 

Entero negativo es toda clase con n > 1. 

Para denotar los enteros utilizaremos los simbolos 

K (M) = ° 

K („.l)= + ^- 1 ) sin>1 

K = — {n - l) si n > 1 
Asf. 2) ~ 1 ~ * etcetera. 

9.10.2. Operaciones en N 2 y compatibilidad 

En N 2 defmimos la adicion y multipiicacion mediante 

1 . (a , b) 4(a\b ? ) = (a +a\b + b*) 

2. (a y b) .(a’ 9 y) = (aa'+ bb'.ab’+ ba') 

La relacion de equivalence definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de 
composicion interna en N 2 . En efecto 

i) Por definicion de la relacion de equivalencia, conmutatividad y asociatividad 
de la adicion en N, y por ia definicion 1., se tiene 

(a , b) ~~ (a *. b’) a (c . d) (c $ .<*')=* 

=> a + b' = b 4 a* a c + d' — d + c ! 

^ (a 4 c) 4 ( b’ 4 tf') = (b + d) + (a 9 4 c’) - 
*► (a 4- c , b 4- d) ~ (a’ 4 c f , b’ 4 d s ) => 

*>(a , b) + (c , d) ~~ (a’, b’) 4 {<c ', d’) 

ii ) Sean 

(a . b) - (a'. b’) a (c , d) ^ (c . d’) =* 

=> a 4 b ’ = b + a ’ a c + i^^+c’’ 

Multiplicamos la primera igualdad por c y luego por d 

ac + b’c - be + a V 
bd + a’d —ad 4 b a 

•s 

* 

Sumando 

ac' + be/ 4 a V/ 4 b c = be + ad 4 a c + b’d (1) 
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Multiplicando la segunda igualdad por a *y por b' 

ac -V a’d’ — a’d 4 a’c’ 
b’d b’c* — b’c 4- b’d' 

Sumando 

a’c 4 b’d 4- a’d* 4* b’c’ = a’d 4 b’c + a’c’ 4* b’d* (2) 

Sumando (1) y (2), despues de cancelar resulta 

(ac 4 bd) 4 (ad* + b’c’) = (atf 4 be) 4 (a'c’ 4-b tf') 

Tlr^w In 

.4 U1 UVlKii^ivki iiv £** iWi*iviv*« ^ 

4 bd . ad 4 be) ^ (aV 4 b’d’ , acT 4 b’c’) 

Por definicion de producto resulta 

(a , b) . (c , d) ~ (a*, b’). (c*, d') 

9.10.3. Adicion y multipiicacion en Z 

De acuerdo con ei teorema fundamental de compatibilidad existen en el conjunto 

cociente “ = Z dos leyes de composicion interna inducidas, llamadas suma y 

producto de enteros, unicas, tales que la apiicacion canoniea /:N*“^*Z es un 
iiomomorfismo. 

Veamos como se realizan la adicion y multipiicacion en Z 

( -3) 4 (42) - /{1 , 4) 4/(3,1) =/ [(! ,4) 4 (3,1)] =/(4,5) =/(l , 2)= -i 
(-3) . (42) -/(l ,4) . f (3 , !)=/[(! ,4) . (3 , l)]=/(7 , 13)=/{1 , 7) = -6 

Memos utilizado la definicion de apiicacion canoniea, el hecho de que es un 
homomorfismo y las definiciones de adicion y multipiicacion en N 2 . 

Es facil verificar que la adicion es conmutativa y asociativa en N 2 ,y en virtud del 

teorema fundamental de compatibilidad lo es en Z. 

Ademas, neutro para la adicion en Z es 0 = pues 

K ( t3 b )4°=/(a,b)4/( 1 , 1 ) = /[(a, b)4(l , 1)] = 

= /(j 4 1 , b 4 l)=f (a .b) = K (a b > 

El entero opuesto de K (o b) es K (d , a > pu^s 

K/ h \ + Kh , = f(a , b) 4 f(b , a) = /(a + b , b 4 a) =/(! , 1) = 

(a, b) (o,o) 

— K, v = 0 
(i,i) 

Resulta entonces que el par (Z , +) es un grupo abeliano. ^ 

El lector puede comprobar que la multipiicacion es conmutativa y asociativa en N , 



ovi 
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y pm el homonorfismo canonico estas propiedades se trasfieren a la multiplicacion en 
Z. 

Neutro para el producto en Z es + 1 — k(2,i) P ues 

K f .. . K, n =/(« >b) .f (2 , 1) = / [(tf ,&) *(2,1)1 — 

(a,b) (2.1; 


/(2u + I?, a + 2b) ~ f (a > b) = K <Qtb) 


De manera analoga se eomprueba la distributividad de la multiplicacion respecto dc 
la adicion en 2. 


Porio tanti),la ternalZ , + ,.)esunanflloconmutativoy con unidad. 
Este anillo :arece de divisores de cero, En efecto 
Sean los enteios K,, y , y tales que 

donde *W> * ° 


Por aplicacion canonica 


fix ,y).f(x’,y’)=f(l , 1) 


For scr f un homomorfismo 


f{{x ,v).(x’,y')]=/(! , 1) 


9 

Por producto en N 


/( xx 3 +yy* >xy’ +y x ’) —f U »i) 


Por definicioa de aplicacion canonica 

(xx’ + yy *. xy* + yx’) (1 » 1) 

Teniendo in cuenta la definition de la relation de equivalence results 


xx’+-yy’^xy’+yx’ 


si x'>y’ 


es decir 


- xy' = yx -yy 


7 \ 

i V a J1TET- 

% " 3 


*? i x 


V * I 


En consecaencia, a - v. v results K ix ,y) - ^ 

Se tiene an el dormnio de integndad de ios numeros enteros 


9.H. ISOMORFISMO DE LOS ENTEROS POSITIVOS CON N 


Sea Z + el conjunto de los enteros positivos. Defmimos 

F : Z + -* N 


mediante la asignacion F (+ a) - a 

> 
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Se verifies 

i ) F es inyectiva, pues 

-\- a ^ + b =>ai=b =» F (+ 0 ) ^ F (4- b) 

ii) F es sobreyectiva, ya que 

Va eN , 3 +a e 1* / F (+a) - a 

iii) f es un morfismo respecto de la adicion en Z + y en N. 

F [(+■ a) + (b)] = F [+ {a + />)] ~ 

4? 4* /; — F (-F 0) . F ( + £ ) 

iv) F es un morfismo respecto de la multiplicacion en 2 y en N. 

F [(+ a) . {+ b )] = F [+ (a. b )] = 

= a . b = F (+ a ) . F (+ b) 

0 

En consecuenda. F es un isomorfismo de Z + en N, de ri r ^ aml3 1 

indistinguibles algebraicamente y pueden identiflcarse. 


9.12. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 


9.12,1. Funcion valor absoluto 


Es la aplicacion 


/ : Z Z ~ Z” definida por 


\x i = / (x ) - 


JC S! X > 0 
x si x < 0 


Su representacion esta dada por los puntos de coordenadas enteras de las bisectrices 
del primero v segundo cuadrantes 

* A 7 — 7* 


:tth -I'm 


'Hk' t#> 


0 





9.12.2. Propied-edes del valor absoluto 

I) Todo entero esta comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de este. 

— |x|<x<|x| 

Se presentan tres casos 

a) x = 0 => — \x\-x - |x| 

b) x > 0 => — lx | < x = \x I 

- c) x<0 =*-|x| = x<|x| 

II) lx| < a =» - a <x <a 
Eii e fee to 

Por l) 

X < \ X ! 

Por hipotesis 
i x I < a 

Por transitividad resulta 
x<a (1) 

Multiplicando los dos miembros de la hipotesis por — 1 

— U!> —a 


Por I) 


~ \x \ <x 


Entonces, por transitividad 
De (1) y (2) resulta 


~~ a ^ x (2) 

-a <x <a 


III ) -a<x<a «► \x\<a 

Si x > 0, entonces por definicidn de valor absoluto y por hipotesis 

\x\=x<a (1) 

Si x < 0, por definicidn de valor absoluto, y multiplicando por - 1 los dos 
primeros miembros de la hipotesis 

\x\- —x <a (2) 

En ambos casos, (1) y (2), se tiene 

|xj<a 

■ * c * 

IV) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores 
absolutos. 

1 «*sis) | jc +y I < I * I + \y i 

r 


*r 


, * 
•> 
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Demostracion) Por 1) 


Sumando se tiene 


Por III) resulta 


-|x|<x<]x| 

- |y | <y < | y I 

-(\x\ + \y\)<x 4-y <\x\ + [yi 
lx +-y S < !x | + \y \ 


V) fci vaior absoluto de un producio es igual al pioductu Je los valores absolutes do 


los factored 


X . V! 


x ! . I v 


La demostracion queda como ejereicio. v basta apiicar la definicidn de valor 
' absoluto a los casos que se presentan. ' 


9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA 

Teorema, Dados dos enteros ay b, siendo b > 0, existen dos enteros q y r. Ilamados 
cociente y resto, que verifican 
i ) a — bq + r 

ii) 0 <r<b 
Demostracion) 

Como b es un entero positive, se tiene b> 1 ( 1). 

Multiplicando (!) por — 1 a \ 

— | a \ b < — i a [ 

Por 9.12.2.1) 

t 

De estas dos relaciones se deduce 

— i a | b < a 

En consecuencia 

a-[~\a\.b]>0 . (2) < 

Sea C el conjunto de todos los enteros no negativos del tipoa — xb. conx 6 Z. De 
acuerdo con (2), para x = — la i, se tiene 

a — xb ~ a — [— \a \ b]> 0 


y en consecuencia C es no vaciu. 
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For el principio de buena ordcnacion existe en C un elemento minimo r, para cierto 
valor q, de x. Es decir, existen q y r tales que 

a — bq = r > 0 

Entonces existen dos enteros, q y r que satisfacen 

a~bq +r a 0<r (3) 

Falta probar que r < b. Suponemos r > b\ en este easo 

r — b > l 0 =* a ■— bq “ b > 0 ** a —b(q + 1 ) > 0 

j b fq f 4 I) c C (4) 

Y corno 

a — bq — a — bq a £ > 0 => £ — & (q + l) < a — fay = r (5) 

De (4) y (5) se infiere que C admite un elemento menor que el minimo, lo que es 
absurdo. Fntonces esr< b (5), 

Las proposiciones (3) y (5) constituyen !a tesis del teorema. 

Queda como ejercicio la demostracion de que los enteros q y r, a que se refiere ei 
teorema, son unices. 


9.14. ALGORITMO DE EUCLIDES 


9.14,1. Maximo comun divisor en Z 

■ A * 

El maxima comun divisor positive de dos enteros ay b, no simul lineaments nuios 
sera denotado por 

d- a a b - m . c . d (a » b ) 

Para el maximo comun divisor rige la definicion 9.7.1. 

Se tiene 


** A 

■ ■ 


iK A . 




9.14.2. Propiedad. El maximo comun divisor posiiivo de a 

identifica con el maximo comun divisor positivo entre b y el 

. «■ 

por b. 

Sean 


, siendo b > 0, se 
> de la division de a 


A = |xeZ/ x\a a x|b} 
B = |x e Z / x 1 b a x I r 
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Siendo 

a — bq +r a 0< r < 6 

La propiedad queda satisfecha si demostramos que A. = B, 

Sea entonces 

X € A => X | A X I 6 ==> X | a A X | £ A =» 

^ x \ b A x I a — d# => x 16 a x i r =► 

=> x e B 

Luego A C B < 1) 

Se'* 

Sea ahora 

x e B =* x s b A x |r =*> x ! £*? A x i r a x : 6 => 
=> x \bq -r r a x i 6 => x | u a x j 6 »> 

=> x e A * 

Es decir. B C A (2) 

De U) y (2 ) resulta A - B 


9.14.3. Determinacion del m.c.d. por ei algoritmo de Eudides 

Sean los enteros a y b f con b > 0. Por el algoritmo de la division existen q x y r x , 
tales que 

a = bq x + ri a 0 </-j < Zj 


For 9. 1 4,2. se tiene a ' & = b a r t , Si r s =0, entonces j a h — b, 

Suponemos que r t > 0, y que se llega a un resto nulo al cabo de n 4- 1 etapas, en 
cada una de las cuales se divide el divisor por el resto. Se tiene 

b-r i<7 2 +r 2 a 0 <fj <r, 

=r 2 i 73 +r, a 0<r 3 <r 2 



r 4 “ r /'l.. * - 

r fl -- I ^ n't n k 

De acuerdo con las relaciones de la derecha podemos escribir 

0 <r n <r n _ j <r n „2 <• • • < r 3 <>2 < r i <b 

donde los sucesivos restos disminuyen y son enteros no negatives. Por consiguiente se 

llega a un resto nulo, que aqui hemos supuesto j. 

Teniendo en cuenta9.14.2. resulta 

« 

a a h=b a r, =r, a r 2 = ... = r„_, a r n -r n a 0=/-,, 


I 


I 







• i. 
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. ,i;,.: cnr nncitivo de dos enteros no simultaneamente 
mt S. :it afauSo restono »ula que se obtiene par la aplicacion del algorltmo de 


rd ides. 


t l csquema de las divisiones sucesivas es 


4 i 

\ 92 

— 

b 

r i 

r 2 

3 


Qn 

UIBI 

?n — 1 
0“ 


Q n+ 1 

r„ 


Ejemplo 9-7. 

t ) El cociente y resto de ia division de - 7 


3 son 


s V 


“7 Li 


ii) Si el divisor es negativo, el cociente y resto satisfacen 


a = bq + r 
0<r< \ b\ 


Asi 


i») El m.c.d. de 6060 y 66 pot divisiones sucesivas se obtiene asi 

1 91 1 1 1 4 1 2_ 


6060 66 54 I 12 

120 12 6 0 
54 


Luego 


6060 a 66 = 6 


9-15. NUMEROS PRIMOS 


Como ( Z . + , • ) es un dominio de integridad principal trasladamos a este case la 
.eona desarroliada en 9.7. 

9.15.1. Enteros primes o irreducibles 




Depmcwn 


El .nun no nulo f*H« F™° » 1 “>» “ '“i" 5 di,l!or ‘ S ““ 

son + 1, — U P y ' P’ 
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Definition * , 

Dos enteros son coprimos si y solo si su maximo comun div.sor pos.t.vo es igual 

a 1. 


Ejemplo 9~S. 

i ) Si un numero prime es divisor de un producto de dos factores, entonces es 

divisor de uno de eLlos. 

Esta demostrado en 9.7.7. 

ii > Si un numero es divisor de un producto de dos factores. y pnmo con uno 

eilos, entonces es divisor del otro. 

c i ab a a y e coprimos => c \ b 

Demostracion) __ , 

Como e y c son coprimos, se tiene q c 

Por 9.7.5. 

1 — sa 4- tc *> 

^ b = sab -f rcb ** b = sqv + tbc =* 

==> b = (sq + f&K => 

iH> si dos enteros coprimos son divisores de un tercero. entonces su producto es 

divisor de este. 

/ 

Hipotesis) a \ n 

bin 

a a b — l 


Tesis) a b \ n 
Demostracion) 


a iti n — & x 


( 1 ) 


Como 


b in =* b\ax 


y siendo a y b coprimos. por ii) resulta 


b\x => x- by 


De (1) y (2) 


n=a {by) = (ab) v 


O sea ab | n 


( 2 ) 
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9.15.2. Factoiizacion en X 

* * 

Teorema. Todo entero mayor que 1 puede descomponerse en e! producto de I por 

fa;tores primes positives. Salvo el orden en que se consideren los faetores, esta 
descomposicion es unica. 

Hacemos uso del segundo principio de induction completa, cuya demostracion se 
pide como ejercicio. Este principio establece 

Si V h < w : P (h) =* F (m), entonces P f n) es V, V n e N. 

Consideremos ahora la proposition 

P (a) : “El jntero a > 1 puede descomponerse en tin producto de fact ores primes 


iuponemosque P {h) es V para todo H **0 a 
Debemos prabar que P (a) es V. 

Si a es primo, nada hay que demostrar 
Si a no es primo, entonces 


/ & ’% 
\ i ; 


a ~ be con b < a a c < a 

Por (I), P (b) y P (c) son proposiciones verdaderas, y por lo tanto 

t r S 

o - 7t_ p \ a c = tt_ p’l siendo pi v py enteros prtmos positivos 


Luego a = b c = 7T p r -, donde n = r 4- s. 

i = 1 

Entonces: P(<z) es V. 

Tal descomposicion, salvo el orden de los faetores, es unica. Si existieran dos 
scorn posiciores se tendria 


a^p x p 2 .^p n ^q x q 2 .,,q m 

Como Pi es primo y p x \a, por 9.7.7., se tiene p t \ qj\ en consecuencia, p x 
que son primes positivos. 

Por ley eancelativa y eonmutatividad 


- Qp ya 








oraesitfi e* acguuuo mieinoru para sea ei pruner factor 

Reiteramos el proceso hasta ago tar ios faetores primes de un rmembro 
caso quedan agotados los del otro. Entonces m — n y la descomposicion es 


w 


nerlac 




es umca. 


9.15.3. Teorema de Euciides. Existen infinites numeros primos positivos 

Hipotesis) S = {p { j es primo a p, > o} 

Tesis) S es infinite. 

Demostracion) 
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Suponemos que S es fmito. Entonces 


S=={pi ... ,P n 


Sea 


a = ( -n pi) 

li=l V 


4- 1 


Por 9.15.2. 3 pj e S / p,* U 
Si ~ a t entonces existiria 
absurdo. 


un numero primo mayor que todo p h lo que es 


7* a ■=> a 


- fit 


> I 


Luego 


. m 


(t Pi )= 


y como 


it pj =Pf.q , siendo <7 = ?r , 

r= 1 I sp; 


se tiene 


O sea 


p ; m — p ; ^ 


Pi (m — q) = 1 => p ; -11 =» p< = ± 1 , 


to que tambien es absurdo. 


9.16. EL CUERPO DE LOS RACIONALES 


9.16.1, Relacion de equivalencia en Z X Z* 


v 


5ea 




on junto de los enteros no notes. Consideramos 


y 7 * 


i ■ < ? £' 


h c 7* 


Es dear, la totalidad de los pares ordenados de enteros de segunda componente no 
nula. 

En Z X Z* definimos la siguiente relacion 


(a , b ) ~~ (a ' , b’) o ab* ~ ba 


U) 


Esta relacion es de equivalencia, pues verifica 
i ) Reflexividad. 


(a , b) € Z X Z* => ah = ba (a , b) ~~ (a , b) 


T-av'^rnTf, 
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ii) Simetn'a. 

(a . b) ~ ( a’ , b’) => ab’ = ba' =- a’b = b’a => (a’ , b’) ~ (a » 6 ) 

iii) Transitividad. 

(a , Z?) ~ (a' , b r ) a (a", Z?’) ~ (a” * &”) ^ (# , &) ~~ (a , b ) 


Se cumple trivialmente si alguna de las primeras componentes es 0. 

S ?a el caso en que ninguna es 0. Por (1), y ley cancelativa despues de multiplicar. se 


tiene 


<a . b) ~ («• , b’) a (a' , b’) ~ (.a" . »") - = **' A a ' 6 j’ = * a " * 

a b'i’b” = b h'f a” *>ab"=ba” => (a” , O 

Par el teorema fundamental de las relaciones de equivalence existe una particion de 
Z X Z* en ciases de equivalence, cada una de las euales se llama ntimero racional. 

La clase de equivalence de un elemento generico (a , b) es 




\ 

((* ,y)e ZXZ* / (x 

a 


Se tiene 


(x , y) ~~ (a , £) ^ « ay 


En particular 


( 1 , 2 ) 


= <^(x j)eZXZ* / jk — 2 x j* — / x €% 


donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta 

1C = {... , (-2,-4),(- 1 ,-2),(-l ,-2).(l ,2) ,(2,4), (3,6), ... ) 
(1,2) L 


<» 

Analogamente 

ho,D = { (0 ’ y) 1 yeZ *^ 

Es decir 

K ={... , (0,-2),(0,-1),(0,1),(0,2),(0,3), ...} 

Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli- 
;ando ambas componentes por todos los enteros distintos de cero. 

La representation de las ciases de equivalencia es la siguiente 
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Un conjunto de indices esta dado por la totaiidad de los pares (p ,t 7 ) de elementos 
coprimes, tales que p € Z y q € Z + . 

Definition 

Numero racional es toda clase determinada por la relacion de equivalencia 

definidaenZXZ*. , t , 

Conjunto de los numeros racionales es el cociente de Z X Z* por La relacion de 
equivalencia 

Q = 


ZXZ* 
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Para denolar los numeros raeiouales, es decir, las clases K^ p q y de acuerdo con la 
definicion delconjunto de indices, se escribe ~ . 

9.16,2. Openciones en Z X Z* y compatibiiidad. 

En Z X Z^definimos la adicion y multiplicacion mediante 


1. (a, b) + (a\ b*) — (ah * 4- ba\ hh*) 


aa bh') 

X-'IS %» 9 Sn»' 8 


Es simple k verification de que estas leyes de composicion interna en Z X Z* son 
asociativas. conmutativas, y ia segunda distributiva respecto de la primera. 

For otra parte, la relation de equivalencia definida en 9.16.1. es compatible con la 
adicion y multiplicacion en Z X Z*. En efecto 

\ ) Por k definicion de la relaeion de equivalencia en Z X Z* 


(a b) ~~ (c* , d) a (a \ b ) * (c *, d*) => ad = be a a'd* -■ b c* 


Multiplicando estas igualdades por h’d’ y bd, respectivamente, tenemos 


adb'd' = beb'd’ a ad’bd^bcbd 


Sumando 


adb’d ’ + a *d'bd — beb d + b c bd 


Por distributive dad en (Z , +,.) 

(ab y + ba') dd f = (cd f -E dc’) bb 

Por definicion de la relaeion de equivalencia en ZXZ* 


(D . 

%uO 


) ^ if a 


yfsf * » 
U U J» 


For definicion Ide adicion en 2 X Z* 

(a , 6) + («*, &’) — (c . ti) + (t ’, d ’) 

Lo que piueba la compatibiiidad de la relaeion de equivalencia respecto de la 
adicion en Z X Z* 

ii ) Aplicando la definicion (1) de 9.16.1., la conmutatividad y asociatividad del 
producto en Z, nuevamente (1) y la definicion de producto en ZXZ*, 

m 

resulta 
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(a, b)~(a’, b’) A (c , d) ~(c\d’) 

ll 

ab’—ba* a cd’— dc y 
ab'ed’ = ba y dc y 

41 

(sc) (Vc/') = (M)(ac f ) 

41 

(arc , ~ (a c£ V/ *} 


. 


\ c . a i 


>. (c .a 


Es decir, vale la compatibiiidad de ^ respecto del producto en Z X Z* 

9.16.3. Leyes inducidas en Q 

Dado que la relaeion de equivalencia 9.16.1 es compatible con las leyes de 
composicion interna defmidas en Z X Z*, de acuerdo con el teorema fundamental de 
compatibiiidad, existen en el corijunto cociente Q dos leyes de composicion interna 
inducidas, llamadas suma y producto de radonales, unicas, tales que la aplieacion 
canonica/: Z X Z* ~»Q es un mortlsmo que preserva las propiedades. 

, La realization de la adicion y multiplicacion en Q es la siguiente: 


C -40 


= K(-2,3) + K (5,6) =/(- 2,3) +/(5, 6 ) = 


/[(— 2,3) + (5,6)] = /(3 , 18) =/(! ,6) = K U , 6) = 


|) \J =/( — 2,3) .f(5 ,6) =/[(— 2,3). (5 ,6)] = 


—f(~ 10,18) = /(-- 5 ,9) = 


a e acueroo coo. 


A An 

-** V 4 4 


f*T| 

Si. A 


apncacion canonica. e? nomom 


vTi V 


4 '4^ 41 V <S jf 


v mumDiicacion en z * 


For ei mismo teorema rundaniental. las operac tones inducidas en Q son con- 
mutauvas y asociativas. Ademas, ia multiplicacion es distributiva respecto de la 
adicion. 

Investigamos la existencia de eleniento neutro para la adicion en Q. Se trata de 
determinar, si existe, tal que cualquiera que sea K (a b} se verifique 

+K (jcy) = K (a6) 

Por definicion de aplieacion canonica 


f(a, b ) + f(x, y) ~f (a, b ) 
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For ser fun homomorfismo 


f[(a , b) 4 (x , >')] 


For adicion en Z X Z* 


f{ay 4 bx , by) ~ f (a , b) 


Por definition de aplicacion canonica 


Per 9.16.1. 


(ay 4 bx , &v) ~ (a . b) 


ahv Hk h~ r = < 761 ; 


Cancelando en <2 , 4-) se tiene & 2 .v - 0, y 
onsecuencia neutro para la adicion en Q, es 


b =£ 0 resulta y = 0 . v 


%,D “ | 

Inverso aditivo u opuesto de K (o>6) es K ( _ a , fr) ya que 

K-i 0| >,) + K(_ a) 5 ) = / 4/ 1 ^ • ^) ” 

= / Itfl . 6) 4 {- a . &)] = / “ ab , M>) « 

= /(0,W)=/(0,l) = K (oa> = y 

Conduimos asi que (Q , +) es un grupo abeliano. 

Con relation a la multiplication en Q, ya hemos visto que es una ley de 
com position interna asociativa y conmutativa. Existe element© identidad o unidad; 

K u u = y y todo rational no nulo K fa b} admite inverso multiplicative o 

reciproco K (6 a) : la comprobacion queda como ejercicio. 

Entonces (Q — { 0 } ,.) es grupo abeliano. 

Teniendo en cuenta, ademas, la distributividad de la multiplicacion respeeto de la 

!? 

adicion, resulta 

(Q , 4 ,.) el cuerpo de los numeros racionales. 


9.17. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE Q EN Z J 

! 

L 

Con Qj denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es decir, todas j 

<1 7 <- 

las clases del tipo K( a — -j » donde ae L. • 

Es fdcil comprobar que la aplicacion 

f:Qi~+Z | 


6 
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que asigna a cada elemento de Ch, el numerador, es un morfismo biyectivo respectc de 
la adicion y multiplicacion. 

Esto significa que los conjuntos Qj y Z son isomorfos y, en consecuentia, 
identificables algebraicamente. 

En virtud del isomorfismo escribimos -~r — a. 


9.18. RELACION DE ORDEN EN Q 


9,18.1. Concepto 


De acuerdo con la election del coniunto de indices hecha en9,16.1., todo rational 
puede representarse como una fraction de denominador positive, 

Definimos en Q la relation ^ mediante 


< ——; <=> yv 5 < vx 
v 


O) 


Es claro que 


0 < •«=> 0 < y xv > 0. 

v 


La relation ( 1 ) satisface las propiedades reflexiva, antisimetriea y transitiva; ademas 

es total. En consecuentia ( 1 ) caracteriza un orden amplio y total en Q. 

La relation < es compatible con la adicion y multiplicacion en Q, en el sentido 

siguiente 


• v * c £ 

' * b < b’ 


a a- — < — + JL 
T d < b’ d 


. , a <r a 

“> T < 1 


-\ -t >0 

b a 


c < a_ 


La justification de estas proposiciones se deja a cargo del lector, Ademas 


A >0 «* o< 4 

d d 


0 


ty. 

Results entonces que la terna (Q , + , •) es un c uer P° ordenado por la relation <. 
En consecuencia, son validas las propiedades de los anillos ordenados demostradis en 

9.8.2. 


9.18.2. Densidad de Q 

Definicion 

(Relation de menor) 


~b < d 


a_ , c_ 
b d 



300 


ESTRUCTURA DE ANIL.LO Y DE CUERPO. ENTEROS Y RACIONALES 


Definition 

" Un cuerpo K es denso respecto de la relacion < si y solo si 

x < v ** 3 z € K / x < z < y 

Propiedad, El conjunto Q es denso con la relacion <. 

- « 

Se trata de probar que entre dos racionales distintos existe otro. Para esto demostra- 
mos que, sumaido los numeradores y denominadores de dos racionales distintos, se 
obtiene otro comprendidO entre los mismos. 

Hipotesis) ^ c 

SI 

b < d 

a a 4 c e 

T '' b ~d K T 

Demostracion) 


Por hipotesis 


ad < be 

ad + ab < be 4- ab a ad + cd < &e 4* ccf 
a (b + d)<b [a + c) a (fl4-c)d<(^+cf)c 

II 

a ■. a 4- c fl + c ^ c 


Hd 1 6 i- a 

II 

a . g 4- c . j£^ 
b b +d d 


Por 0) de 9,18.1 


Por compatibilidad en (Z , + ,. ) 


Por distributividad en (Z , + , 


PorlDde 9.18.1 


Por transitividad 


Ejempfa 9-9, 


Una conseciencia inmediaia de la propiedad anterior, es deed, de h densidad 
es que entre Jos racionales distintos se pueden imereahr infinites si el order? 

dado por la relacion <. 

Es claro tanbien que no existen dos racionales consecutivos. 

Podemos aplicar reiteradamente el teorema anterior‘en los siguientes casos: 

i 2 

i ) Proponer cuatro racionales entre -j- y — . 


es que 


ti ore 


1 < JL < J. < JL < JL < 2 

5^8^11^ 14 ^ 17 ^3 


Resulta 
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Otra intercalacion es 


1 4 3 

JL < JL < -3. < 

5 13 v 8 ^ 


5 2 

< — < — 
11 3 


ii) Idem entre 


Se tiene 


< ~~ 1 < - 


^ < 0 < 


9.19, NUMERABtLIDAD DE Q 


En 6.2. hemos introducido el concepto de coordinabilidad o equipotencia entre 
conjuntos. De acuerdo con 6.3,2. sabemos que'un conjunto es numerable si y solo si es 
coordinable a N. En el ejempio 6*1 hemos demostrado que Z es numerable. Nos 
interesa llegar ahora a la conclusion de que Q tambien es un conjunto numerable. Con 
este proposito enunciamos a coniinuacion las siguientes propiedades que se proponen 
come ejercicios en los Trabajos Practices VI y IX. 

1) Todo subconjunto infmito de un conjunto numerable es numerable. 

A ~ N a M es infinito a MCA ^ M es numerable 

[I) La union de un numero finito de conjuntos numerabies, disjuntos dos a dos. es 
numerable 

rt 

A, - N a ie l„ a A, n A ; = <j> si i±j => 2 A, e$ numerable. 

1 

III) La union de toda familia numerable de conjuntos finitos, disjuntos dos a dos es 
numerable. 

OO 

A — l* ^ As n A, X A,-es numerable. 

n sr » / 


Die de cot'* 


^ 1 t * 

uCiaQitfs, uiatuij 


dos, es numerable. 


A, ~~ N a A f PI Ay 


si / # / => S A ,• es numerable 


•' yi • ■V* 

uWa a 


Con estos elementos de juicio vamos a demostrar que Q es numerable, en las 
siguientes etapas 

i ) Q + es numerable. 

Demostracion) 
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Sea la sucesion de conjuntos 


A,- = \-j / neN 


con i e N 


Cada A, es coordinable aNyen consecuencia es numerable. Por ejemplo 


3 ’T’T’ 3.3 


► 

De acuerdo con IV) resulta numerable el conjunto £ ^ A, 


9 * m * 


M nrescindir de las fracciones reducibles resulta ei subtonjumu g , -■* 

numerable por I), ya que consiste en un subconjunto mfimto de un conjunto 

numerable. 

ii) Q' es numerable, por ser coordinable a Q . 

iii) Q es numerable. 

En efecto, si denotamos con a la union en el caso disjunto, tenemos 


Q = Q* 4- Q"+ s 0 f 

K J 

Y teniendo en cuenta II y el ejemplo 2-6 resulta la numerabilidad de Q. 

V °f os coniuntos numericos infinitos tratados con cierto details hasta ahora, a saber: 

N Z enteros pares, enteros impares, enteros primos, y Q, son todos numerables. es 
^ ^ienen d lmo numero de elememcs”. Pero no todo conjunto mfimto es 
coordinable a N- en efecto, esta “tradicion" no se mantiene en el caso de los numeros 

njon.o qo« co.udimmo. “P«“>° ' »• d » d ' Ued “ * “ 

de que R es no numerable. 


TRABAJO PRACT1CO IX 


9 . 10 . En Z 2 se defmen la adicion y la multiplicacion mediante 


/ iA X { v* 

( i ~ - - ’ 


W * <*• 1 » 1 >«*• t r t -f v 

\ .*■ »> / • l'* ' 

(x , v ) * u’ *3^) 


f Y + X’ . V + v) 

v 

(xx ’, 0) 


Verificar que (Z 2 , + ,e* un anillo y clasificarlo. 

* 

9-/i SI (A , +) es un grupo abellano, y se define 

.,^.1 -0,*—(A,-+••)»■“»« dto ' 

w2 . E „ z > „ considenm to sum h.biml de pm. °'d'” d °* V •> ptotoo d.fm.Jo 

por (a ,b).(a’ ,b’) = (<2a’ ,ab' + ba’) 

Comprobar que (Z 2 , + , -) es un anillo conmutativo con identidad. 

«' z " “ Z) • Comp~b„ A « «n 

anillo coomonavo y con unid.d con to sum. y =1 piodncto ordinanoi . 
numeros reales. Investigar si adnute dmsores de tero. 

9-14. Con relation al anillo del ejercicio anterior venticar que 

f . a a tal que f (a ±b\j 2) 

es un isomorfismo de A en A, respecto de la adicion y de la multiplicacion. 
9-/5. En A = (0.1 , 2„ 3 } se defmen la adicion y multiplicacion mediante las tablas 


4 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

T 

1 

1 

0 

3 

2 

2 

0 

Zp 

3 

0 

1 

3 

3 

2 

1 

0 


* 

0 

1 

2 

r* 

3 

0 

0 

0 

0 

T 

1 

0 

1 

2 

3 

2 ! 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

1 

2 

3 


Comprobar que (A , + ..) « un anillo no conmutativo y sin identidad. 

9-16. Demostrar que la intersection de dos subanillos del anillo (A , + . •) es un 

e 


sub anillo. 
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9-/7. Por definition, el elemento a del anillo A es nilpotente si y solo si existe n e N tal 
que x n ~ x . x ... x — 0. Demostrar que el unico elemento nilpotente de todo 

dominiode integridad es 0 . 

9*18. Demostmr que dos enteros son congruentes modulo n si y solo si admiten el 
mismo nsto al dividirlos por n. 

9*19 . Demostrar que en todo anillo ordenado se verifica 

i ) b ==*• -~b ^ ~ a 
n ) ae A =*• OCd 2 


l d aiillo ordenado (Z , + ,..) 
i ) lx- v| 


emostrar 


ii >h 


v|l <\x + y 


iii) x\ y a y ^ 0 => \x\ < IjPl 

f x j 

9-21. Sea A un anillo. Demostrar que I — ^ x 6 A / nx = 0 a tr 6 Z > es un ideal de A. 

9-22. Demostiar que todo anillo de division carece de ideales propios no triviaies. 

9-23. En R 4 se eonsideran la suma ordinaria de cuatemas ordenadas y la multiplication 
definida por 


i , >03 > 04 ) * (^1 » ^2 j^ 3 9^4) C^l > ^2 * C 3 9 ^4 ) 

Ci = aibi - a 2 b 2 - a 3 b 3 - a 4 b 4 
c 2 ~~ & 1 b 2 02^1 n 3 b 4 —- a 4 b 3 
c 3 — Si 63 4* ci 3 b 1 + a A b 2 — (z 2 b 4 

C 4 = 01 64 + 04^1 + 02^3 ~ a 3^2 


siendo 


Verificar que R 4 es un anillo de division no eonmutativo, con identidad 
(I , 0 * 0 ,0), Se trata del anillo de division de los cuatemiones. 


algunos text os se considers la txistsncia && cueipos no 


s^An 

VVli 


;nc 1 / P-r 

T * ■* Hh* t, ' 




SO ( 


0 $ c 


9-24. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en f Z$ , -r ,.* 

j I x + 1 v “ 2 
\lx+4v=I 

9-25, Demostrar que si dos enteros coprimes son divisores de un tercero 

producto tambien lo es, 

* ' * 

9-26. Demostrar en (Z , + ,.) 

mcd(a,b)=d a a \c a b\c=>ab\cd 


enter 


» • 


TRABAJO PR ACT ICO IX 


30 ? 


9-27. Expresando todo entero positive en la forma n ~ 10 d + u, donde u denota la 
cifra de las unidades y d el numero de decenas, demostrar los siguientes criterios 

de divisibilidad 

i ) 2 | u =* 2 1 n 

ii) 3 j d + u ==* 3 1 n 

iii) 11 | cf — u => 11 1 

9-28. Detenuinar el m.c.d. positivo por divisiones sucesivas, en los siguientes cases 

i ) 10324 y 146 iii) 2 L 3423 

ii | 1560 . ■— !25 iv) 2! 5,15, 325 


9-29, En el anillo ordenado de los enteros se verifica 

a | b a j b \ < a b = 0 

9-30. Demostrar que el cociente y el resto de la division entera son unicos. 

/ 

9-3L Expresar el m.c.d, positivo de los enteros a y b como una combination lineal 
adecuada de los mismos, sabiendo que se identifica con r 2 . 

9-32. Por definition, el entero m es un mimmo comun multiple de a y b si y solo si 
1 ) a i m a b\ m 
ii) a J m* a b\ m* => m\m' 

Si a y b son enteros positives y d y m denotan respectivamente el m.c.d. y ei 
m.c.m. positivos, entonces se verifica d . m — a . b. 

9-33. Demostrar que si a v b son enteros congruentes modulo n, entonces a k es 
congruente a b k para todo k e Z** 


9-34 . Demostrar que (R /iXn , + ,.) es un anillo. 

9-35. Demostrar el segundo principio de induccion completa citado en 9.15.2. 

9-36. Demostrar que si ac es congruente con be modulo u, y c es coprimo con n , 
entonces a es copgruente con b modulo n. 


9-37, Sea n un entero positive For aennicton* si 


’to A 


‘ tO •; u i, 


2? ^ o o a C-fl ^3 




clase de equivalencia determinada por la congruencia modulo n en Z. 

Asf, los enteros — 3, 5 y 7 constituyen una clase completa de residues modulo 3, 

MW 

pues — 3 e0, 5 e 2 y 7 e 1, 

Demostrar 

i ) n enteros constituyen una clase completa de residuos modulo n si y solo si 
dos elementos distintos cualesquiera no son congruentes modulo n. 

ii) Si a y n son coprimos y { 01 , 02 , . * * * es una clase completa de 
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lesiduos modulo n, entonces ^aai, ...» aa n ) es una class completa 
de residues modulo n. 

9-38. Demostrar el siguiente teorema de Fermat: si el entero primo p no es divisor de 
a € Z, entonces cf '" 1 es congruente con 1 modulo p. 

9-39. Sean los enteros a.byn, tales que n 6 Z + y a y n son coprimos. Demostrar 

i ) La ecuacion de congiuencia ax = b (mod n) tiene solution. 

ii ) Dos enteros son soluciones de la ecuacion si y solo si son congruentes 

modulo n. . 

iii) Si n es primo, entonces x = a n ~ 2 b es solucion, 

9-40. Resolver las siguientes ecuaciones de congruences 

i ) 3 .v = 7 (mod 4) 

ii ) x-6 = 0 (mod 12) 
iii) - 2x^12 (mod 11) 

9-4L Sea (K , + ,.) un cuerpo. Si b =£ 0, entonces ab~ l = ~ . Demostrar 


ad 4- be 
bd 


b * 


ac 

~bd 


a +b 

~~V~ 


c + d 

~~T~ 


a + h 
a ~ b 


e + d 
c - d 


9-42. Demostrar que la intersection de dos subcuerpos de K es un subeuerpo. 
9-43. Sea (Q , + ,,) el cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar 

weN a jceQ* a y eQ + => x n +y n > (;c+ ' V) " 


n-1 


9-44. El simbolo Q (\/3) denota el subconjunto de numeros reales del tipo a + b \/3, 
siendo ay b numeros racionales. Investigar si (Q (\/3) , 4-,.)es un cuerpo. 

9-43. Sean (K , + , un cuerpo y n un entero positive, Se definen 

0 . e = 0 

1 . e = e 

n . e = e + e + ... + e si n > I 
donde e es la unidad del cuerpo. 

Demostrar 

! ) (nx) (my) = (nm) (xy) donde ny m son naturales y x e y son eiementos 
deK. 

€ 

ii ) ( ne) (me) — (nm) e 
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9-46. For definition, el rnenor entero positive p que satisface pc = 0 se llama 
caracteristica del cuerpo. Demostrar 

e i ) Si p es la caracteristica de (K , + , ,), entonces se verifica px = 0 
cualquiera que sea x e K. 

ii) p es primo, 

9-47. Si p es la caracteristica del cuerpo K, entonces se verifica: 

(x +y) p = x p 

9-48. Sea (K , + , un cuerpo ordenado. Por definicion, K es completo si y solo si 
todo subconjunto no vac 10 y acotado de K tiene supremo. 

Por otra parte se dice que K es arquimediano si y solo si 

0<x<v / nx^y 

Verificar que Q no es complete y si es arquimediano. 

9-49. Demostrar 

i ) Todo subconjunto infinito de un cqnjunto numerable es numerable, 
ii) La union de un numero finito de conjuntos numerables. disjuntos dos a 
dos, es numerable. 

9-50 . Demostrar 

i ) La union de toda familia numerable de conjuntos finitos disjuntos dos a 
dos, es numerable. 

ii) La union de toda familia numerable de conjuntos numerables, disjuntos 
dos a dos, es numerable. 


o~- 





Capitulo 10 


NUMERQS BEALES 


10.1. INTRODUCCION 

De acuerdo con ei metodo generico empleado hasta ahora, se estudia en este capi¬ 
tulo el numero real siguiendo dos vias alternativas: los encajes de intervalos cerrados 
racionales, y ks cortaduras de Dedekind; se mencionan ademas los pa es de 
sucesiones monotorms contiguas de racionales. Se llega a establecer que (R , + . •)« “ 
cuerpo ordenado y completo. Asimismo, se encaran con cierto detaile la potenciacion 
y latogaritmacion en R. Se demuestra, finahnente, que R es no numerable. 


10.2. EL NUMERO REAL 
10.2.1, Ecuaeianes sin soluciones en Q 

La medida de la hipotenusa del triangulo rectingulo cuvos catetos miden 1 esV2. 
numero que satisfa.ce la ecuacion 


2 = 0 


( 1 ) 


Demostraremos que si un racional es raiz de (1), entonees dicha raiz es enters. 

tan it? O mi?, lie ( 1 L V 2? V Q COplimOS. 


.5 r" » 4 


y.2 




Ahora bien 


q I c/ 2 a 1 P 2 =• 4 1 P 2 **■ <7 1 P ■ P 


y siendo p > q coprimos, por 9-8 ii) results q I p y en consecuencia q - ± 1, es 

* 

decir — e Z. 


ENCAJES DE INTERVALOS 


Por consiguiente es valida la implication contrarreciproca: si la ecuacion (1) no 
admite raices enteras, entonees dichas raices no son racionales. 

Precisamente (1) no tiene raices enteras, pues 

y aeZ:\a\<\ a 2 2 < 0 
VaeZ: \a\>2 «> a 2 -2>0 

y en consecuencia carece de raices racionales, es decir, sfl $ Q. 

Situaciones de este tipo plantean la necesidad de ampliar el conjunto Q, de mode 

cme una parte del nuevo conjunto, que liamaremos R, sea isomorfa a Q. La via que 

eiesimos para este tin es el metodo de los intervales encajados de racionales, a traves de 


log cu&ics iisfifi una rsprcssniscion ^sometries dv 
altemativa, el de las cortaduras de Dedekind. 

10.2.2. Encaje de intervales cerrados racionales 

I 

Definition 

intervalo cerrado racional de extremes a y b (siendo 


a < b), es el conjunto 


„ h 1 
.** * « J 


~ j * e Q / a <x< b 


De acuerdo con 9.18.2, el conjunto [a , b] C Q es infinito, porque entre dos 
racionales distintos existe otro, salvo el caso a = b en que el intervalo se llama 

degenerado y se reduce a un unico elemento. 

Amplitud del intervalo cerrado [a , b] es el numero racional b — a. 

Sucesion de intervalos cerrados racionales es toda funcion/, con dominio N, y cuyo 
codominio es el conjunto de todos los intervalos cerrados racionales, 

Una tal sucesion queda determinada por el conjunto de las imagenes 

[tf i > ] ? \ a 2 » a 2 1 > * * * ? i a n » ff «]» 

donde f(n) = [a n c Q 

% 


Los cuatro 


primeros terminos de la sucesion cuyo elemento generico 

"t ! _ t _rtZiirrn 


l J 


son ios intervalos cerrados racionales 


[1 , 3 ], 


5 7 1 \J_ 9.1 

3 ’ 3 J ’ L 4 ’ 4 J 


y su representation en un sistema de abscisas es 



numeros re ales 






Esta sucesion es tal que cada intervalo esta contenido en el anterior, es decir 


[1 ,3]0 





motivo por el cual se dice que es decreciente. 

Ademas. la correspcndiente sucesion de amplitudes a, - a { es convergente a G, ya 

3-1 = 2 




Es decir, a partir de cierto mdice, tcdos los intervalos de la sucesion tienen 
amplitud menor que cualquier numero positive, prefijado arbitrariamente. 

La famflia ^2 --, 2 + —] con i e N es un encaje de intervalos cerrados de 

* 

racionales, concepto que precisamos a continuacion. 

Definition 

Encaje de intervalos cerrados racionales es toda sucesion de intervalos cerrados 
racionales [a, , a',] C Q, con i e N, que satisface las siguientes condiciones: 

i ) Es decreciente, en el sentido de que cada intervalo contiene al siguiente • 

i € bl ^ [Uj , d\\ 2) 1 i ^i+ 1 1 

3 

O bien 

i e N ==* Ij +1 C Ij* siendo If = [#i»# *] 


ii) La sucesion de amplitudes es convergente a 0. 

- V £>0,3 n Q (Z) I n>n Q =*a n -a n <Z 

* 

Es decir, prefijado cualquier numero positivo £, es posibie deternunar un numero 
n (} que depende de £, tal que para todo mdice de la sucesion que supere a« 0 ocurre 
que la amplitud del intervalo correspcndiente es menor que £ . 
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Ejemplo 10-2. 

La sucesion [ 2 


4 - , 2+4 

i l 


define un encaje de intervalos, pues 


i ) Es decreciente. Debemos probar / € N => l i+i C I,. 
En efecto 


x e Ij+i 


x e 2 


_L_ 2+-L- 

/ + 1 ’ ! + 1 




1 1 

—T < X < 2 + ~T7 

i+l !+ i 


1 + / 


r 


* 

1 < 


—L- < V _ o < —— 

i + l i + 


2 — ~~~ <3 .x 2 + ~ x 

l i 

X € I? 


ii) La sucesion de amplitudes es convergente 
Sea £ > 0. Hay que determiner n 0 tal que 


i + 


a 0. 


Ahora bien 




n > n o a n <£ 


£ => 2 + 


n — 

4 + - 


1 +/ 


™ <Y 


< £ 


S=> -—. <2 £ 

n 


n > 


Afirmamos que V £ > 0,3 n Q = tal que 


« > n 0 => a’ n -a n <Z 


En efecto 


n > 


1 £ 

2+~ L <2+“A 2 
4 n 2 


(2 + —') 

\ ns 


>2 


<2 + 


(’-4) 


a’n - a n < £ 

Analizamos algunas cuestiones de nomenclatura en conexion con los encajes de 
intervalos cerrados racionales. 
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/ * 

Sea [Oj , el] con i e N un encaje de intervalos cerrados racionales. Entonces se 
verifican las condiciones 

i ) I, 31 2 2 )Ij 3 ... 31 n ? ■■ ■ 

ii) lun anipl 1„ = 0 




Los extremes inferiores a t de los intervalos del encaje se llaman aproximaciones 

por defecto, > los extremes superioies a l aproximaciones por exceso. 

Se verifica que las primeras constituven una sucesion creciente de racionales. En 

etecta, sea / ^ i 

Por definidon de encaje se tiene I ; u 

y como a-, e l h result a e l h es dear. a, < ^ < u\ por la dehmcion de l r 
Luego 

/ > / ^ a i ^ 


^ U i 


\ T" ■ / 


Hie 


En consecuencia 


a> ^ ... ^ 


que nos dice que la sucesion de aproximaciones por defecto es creciente. 
Analogamsnte se prueba el decrecimiento de la sucesion de las aproximaciones por 


exceso 


d\ ^ @2 ^ & 3 ^ - ^ ^ * • * 


De modo que un encaje de intervalos cerrados racionales es equivalente a un par de 
sucesiones (y de racionales, que verifican 
i ) Condicion de monotonia. 



Se dice que { }y { a\ ) constituyen un par de sucesiones monotonas contiguas de 
C3.0 IoiieI^s 

Si los intervalos son no degenerados, de la condition i ) se deduce que toda 
aproximacicn por defecto del encaje es menor que cualquier aproximacion por exceso. 

Distinguimos tres casos 

1 . / = / => ai<a\ => a ( < aj 

2. i < j =>■ ai ^ ctj a dj < aj => cti< af 

3. i >/ => a a’j <aj =*■ a* <a ; - 
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Se tiene la siguiente representation geometrica de un encaje de intervalos cerrados 
racionales 


^*3 - 


interseccio 


os ir 




caso de! ejemplo 10-2, se tiene 


n j 2 

i~ 1 L 


l - ,2 + 4-1 ={2 

1 1 J l 


vacia o no en u 


3 A\ 
J '■Hr ! 


£n cambio, el encaje 
intersection vac fa en Q 


asociado a las aproximaciones racionales de VT tiene 


[«i . a\ 1 

(<*2 . a i ] 

[ a 3 . a 2 ] 

[tf 4 , a\ ] 


[1 .4,1 . 5] 

[1 .41,1.42] 

[1 .414,1 .415] 


i -1 




10.2.3. Reiacion de equivaiencia en el conjunto de los encajes 
de intervalos cerrados racionales. El numero real. 

Sea A el conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. Cada 
elemento de A es una sucesion decreeiente de intervalos encaiados, que denotamos con 


$ * Vfc * 


En A se define la reiacion mediante 

[tf*, al] ~~ [bj < bj a bj Vi ¥y (3 ) 

Es decir, dos encajes de intervalos cerrados racionales estan relacionados si y solo si 
las aproximaciones por defecto de cada uno no superan a las aproximaciones por 
exceso del otro. 

La reiacion definida en (1) es de equivaiencia, pues satisface 
I. Reflexividad. 

[a,-. a]] e A =»«,•< u,’ a a t <, a\ => [a, , a\\ ~[a,-, a,’] 







rvMi* 


•“'TV" • 


** 
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II. Simetria. 

[a, , a, : l ~ l b, . b ]] => a, < b i A b i < a > 

=*. b } < a’i a dj < fcy =» l&> • M ' t a <- fl ‘l 

HI. Transitividad. 

[a f , a|] ~p,, *>/l A ~ 

=» la,. a’ s ]~[Ck . c h\ 

He most radon) 

Debemos probar 

Vi . Vfc : a, < c’h ' ^ °’i 

Suponemos que existen dos indices m y «. tales que a m > cA (2) 

Por hipotesis 

[a,-. a’] ~{bj. b'j] - Vi. V /=«*< b i - 

=* V; : a m < i>j < 3) 

. 6/1 ~[c fc .ail** V J • V k:bj<c k => 

=* V/ : ^ < c’„ (4) 

Graficamente la situacion es 



Restando miembro a miembro 


f 

V/ : ~ ^ ~ 

y tomando £ < c m resulta 

V; : 6/ ~~bj>£ 

tl l» i no es u n encaie, contra la hipotesis. 

En consecuencia [6, , b /] no es un 3 de equ ivalencia, existe una 

De acuerdo con el teorema fundamental de as re* n(imer0 real . 
particion de A en clases de equivalencia. cada una de las cuaies 
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Definition 


Numero real es toda clase de equivalencia determinada por la relacion (1) enel 
conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados rationales. 

Conjunto de los numeros reales es el cociente de A por la relacion de 

equivalencia. , , * . , 

La notation a = K [ai , a ;.] denota el numero real asociado a la clase de equivalencia 

del encaie [a?, flfl. , 

Un real se llama racional si v solo si el encaje representative de su clase tiene 


intersection no vacia. Si tal interseccion es vacia, el real se llama irrational 


Definition 

Numero real 0 es la clase de equivalencia de todo encaje cuyas aproximaciones 
por defecto no son positivas, y cuyas aproximaciones por exceso no son 

negativas. * 


... . r i ii 

Ll encaje s - - ,7 

ir l * J 

es decir 


v todos los equivalences a el, definen el numero real 0 




Definition 

Un numero real es positive si y solo si todos los encajes de su clase admiten 
alguna aproximacion por defecto positiva. 

Ln numero real es negative si y solo si alguna aproximacion por exceso de todos 
los encajes de su clase es negativa. 

En simbolos 

a < 0 o a - ‘ 3 a i < 0 

a > 0 o cc = / 3 a\ > 0 


10.3. OPERACIONES EN R 

10.3.1. Operaciones en A 

En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encajes de intervalos cerrados 
racionales, deflnimos las operaciones habituales. 

I. ADICION. 

[tf, 1 a i] + [bi > bl] = [ai + bi , a t + bi] 

La suma de dos encajes se realiza sumando las correspondientes aproximaciones por 
defecto y por exceso. 
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Esta definition satisface las conditiones que caracteman un encaje de intervalos. En 
efecto 

i ) Monotonia, For ser [ a f *, af] y [bi , b[\ encajes, se verifica 


Luego 


fit/ ^ 1 b( ^ bj +1 


r * ^ 


^ | 4 bj+ j 


U) 


Analogamente 


* ** # 


Sea ahora 


A' € \di-t i 4 | , i 4* b j+ j | 

a i +1 <.x<a/ +1 4£/ +1 (3) 


De (1), (2l v (3) resulta 


O sea 


4 hi < .v < a\ -4 bl 


x e [ti( + bt , s/ 4 £>/] 


En consecnencia 


[«i +1 + i s 4 h\+ x j C [a t - 4 b t , a/ 4 b\ ] 


ii) Contiguidad, Sea £ > 0. Por ser [ 0 * , 6 ,*] y t fl t’ 
tales que 


bl\ encajes, existen n’ 0 y n'd 


n’>rt* 0 =*a' n '~ a n *< 


n n 


> i? 




I» 

£4 s*v s* 


> W n 


> se 


Q n <2 n < 2 


bn~ bn < 


Sumando 


+fr«)-(fln +^rt)<2 . 


= e 


IL MULTIPLICACION. El producto de dos encajes queda definido por 


* 
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l«i, a\ ]. [ft,-, bl] = [ai bj, ai ft,’] si 
[a/ ,aj]. [i>,- ,ft, ! ] — [a/ b ; ,a t ft/] si 

la* ,ai]. [b t , ft,’] = [ft,, ft,’] si [ft,-, ft,’] 


a,>0 y 6i>0 , V,- 

*^i 

ff # >0 y b\< 0 , Vi 


Procediendo conio en el caso I, se prueba que las defmiciones II definen encajes de 
intervalos. 


Ejemplo 103. 


la sum a v 


nca 


i ; [as .al\— [2 


[bt.bl] 


Resulta 


• % 


2 4 


i 1 


l l i 

10‘ ,3+ 10‘j ' 


l a i 4 [bi , £/] - j^5 


10 


i * 


I i 1 

5 4 — 7 * -j- —. 

/ + 10 f j 


Por otra parte, como 


a t bi ~ 6 


2_ _J_ 

10 * / 10 " 


al 5/ = ^ 4 — 4 4 — 

i 10* /10* 


se tiene 


i jj. , a. s 

•it * - £ 




10 * 


if 

f's -*f' 


* t 


* * \ 

11 ) 


Se tiene 


Ui - ai 

[bi.bi. 


*] 

i j » 


i 


L + J_1 

/■ + i j 


/ ? 


* 

-r 


r J 


] + [*,.*;] = f —i — A ,~i+ i-' 

L i i J 
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Y de acuerdo con H b) el producto es 

Ui ,*/] • [bi yb’i]— [albi , b]] 


4-6-4 

L / 


6-4 

7 


3 2 

, - 6 + •—r + —r 
l l 


r j 


6 4- 


7* 


pues a j > 0 b] < 0 

iii) Si las aproxinfaciones por defecto de ambos encajes son negativas, la 
multipiieaeion se reduce al caso II a) de ia siguiente manera 

Ui - al 1 • [bi , b' s \ - [- a ]. - a, ]. { bj . - bi ] 


2 + 


J L 


« % 


3 e 1 i: 

+ — j 

l J 


x 4 ^ m* 

* jJk» 

* % •** 

l l 


43 


1 .,5,1 

~2 . t> + — T — 

7 l l 


Si a partir de cierto mdice las aproximaciones por defecto 
problema se reduce a los casos anteriores considerando 

{a t , a ]] . [bi . h-} = [aj , aj }, (bj , bj] 


son positivas, el 


siendo. para i <j , <z, <0 a ^ > 0 a > 0 
Si los encajes son, por ejemplo 


r c i r 5 

1-3 , 2]. i-3 + — ,2 . -3+ — + 


1 ,1 

4 ’"j 


3 + _L + JL 4 . JL 

2 4 8 


. 1 1 I 

3-- , 3 4* — } , es decir 

1 1 J 


[-3,2], 


J L 4 ’ j-’ 


7 1 
_ *> 

8 * - J - 


i- »4j, ^t 1 ' r 

*. - a 4 L. 


8 10 
3 ’ '3 


11 13 

4 ’ 4 


el producto se reali/a 1 partir de i = 3 aplicando II a). 
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10.3.2. Compatibilidad 


La relacion de equivalencia definida en 10.2.3. es compatible con la suma y el 
producto definidos en 10.3.1. Lo demostramos para la adicion 

[at ,a’]~[bj ,bj] ^ a < bj A bj < a\ 

N — 

[Ci ,c\]~[dj ,dj] => Cj<dj a dj <cj f 

✓ 

=> di + C( ^ bj 4- dj A bj 4- dj ^ al 4* cl => 

=» [a, + c t , al + Cj] ~ [bj + dj , bj + dj] => 

..»! .» f .,*1 J1 1 *1 • r .t ?»i 

— |U| u, j I tc, , tjj '[>/ , ifj 1 -r , Uj J 

10,3.3, Operaciones en R 

• c 

Por ser la relacion de equivalencia 10.2.3. compatible con la adicion y la 
multiplicaci6n en A, de acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, 
existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composicion interna, Hamadas suma 
y producto de reales, unicas, tales que la apiicacion canonlca /: A-*R, es un 
homomorfismo. Esto nos dice que para operar con dos reales se considera un encaje en 
cada clase de equivalencia, y se opera con estos en A. Luego se determina la clase 
correspondents al encaje obtenido. 

La adicion en A es asociativa y conmutativa. Estas propiedades se trasfieren a los 
reales con ia suma. 


Neutro para la adicion es 0 = K f 1 JJ pues 

L~ T’TJ 

a + 0 = 0+ a = K| aji „.'j + Kr j tf= 

L i * 7j 


a ^ t a j, a ^ j se 


-/(fo.«,']>+/([- 7 --t]) = 

-/([«!, a <]+ -y . y ) 

t ’ 

= /(k. a,’]) = K (a . ia ;, =a 

f~ 1 3 1 1 1 r 

pues [a* - j ,a t + yj ~ [a t , 


1 ' . I 

“ , a ;T -T 

7 1 7 


puesj^a,- — J + yj 

Inverse aditivo u opuesto de oc = K{ aj . a *j es — a = Kj— a ^— a£ j 
En efecto 

a + (-a) - (- a) 4- a = K [aua ^ 4* Kj-a?,_ a -] = 

=/ (h.a/l) + /([- a’i. «,]) = /([«.• ~ aj, a\ - a,]) = 


f(\-l J- 1 " 

/ u- i i \j 


= 0 


En consecuencia (R , 4-) es grupo abeliano. 
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For otra parte, el proclucto en A es asoeiativo y conmutativo. Estas propiedades son 
validas en R. Neutro para el productc es 

1 = K \a:,al\ tal que «,- > 1 a a \< 1 


Asi 1 


Kr_ i iM |] ysetiene 


Todo i ea! no nuio adrnitc inverse multiplicative. En cfccto, dado 






3> U M,Ml U t 


s Kr j t - es el rec iproco de a, pues 
L°j i * a i J 


a . a " 1 = a ' 1 


• a ~ ^r<ij 


•T = i 


L a i ’ c iJ 


* j 

Luego (R - < 0 K . ) es un grupo abeliano. 

Analogamente se prueba la distributividad de ia rnultiplicacidn respecto de la 
adicion en R, lo que confrere a la terna (R , + * .) estructura de cuerpo. 


Ejemplo 10*4 


a = K [a f *,a-l<° 


entonees 


Sea 


[a if an = l~2 


7 J.2 

• t 

l 


XI 

Ci J 


1 i 

*N* * 


— 2 / + i 


Se ti 


! 2i 


i 2i+ \ 


.C^OW<W'» ? 


s* «Z i 


/■iif.va jj 


Kr 


El encaje asociado a esta clase es 


2i+ l ’ 2 i— I j 


* f 


i-l ’ 2i+l 


r -2 - 2 ] 

’! 3 ’ 5 J 


• 3 

5 ’ 


’ 3 "] 

~T~ j ’* 


En este caso 




y a -1 = 


2 -. ‘ 


CORTADURAS EN Q 


3 0 

10.4. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE R EN Q 

Sea Rq el conjunto de los numeros reales defmidos por clases de equivalencia 
asociadas a encajes de intervalos con interseccion no vacia en Q. La funcion 

f- Rq ”*Q 

que asigna a cada el e men to de Rq el numero racional correspondiente es un morfismo 
biyectivo respecto de la adicion y muitiplicacion, y en consecuencia es un isomorfismo 
que permite identiflcar algebraicamente a los conjuntos Rq y Q. 


SO S. CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NUMEROS REALES 

En R se define la relacion < mediante 

a < 3 o 3 7 >/0 / 0 = a 4- 7 

Esta detinicion caracteriza un orden ampiio y total en R, compatible con la adicion 
y rnultiplicacidn, es decir 

i ) oc<j3 =>a + 7<0 + 7 

ii) a < 3 a 7>0=*a7<37 
La relacion < se define de la siguiente manera 

a <3 a <3 a a ¥=0 

En R se verifies la propiedad de Arqurinedes 

0 < a <3 =*■ 3 h e N / p<na 

Por otra parte, R es complete en el seniido de que todo encaje de intervalos reales 
define un unico numero real, y en consecuencia, todo subconjunto no vacio de 

numeros reales, acotado superiormente, tiene extreme superior. 

Las condiciones anteriores conducen a la siguiente proposition: el cuerpo (R , + ,.) 
es ordenado. arquimadiano v completo. 



10.6.1. Concept© 

Lntroducimos ahora un metodo alternative para definir el numero real a partir de Q, 
basado en las cortaduras de De dekind. 

* 

Definition 

* 

El subconjunto A C Q es una cortadura en Q si y solo si verifies 
i) A ^<f> a A ¥=Q 
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ii ) x c A a y <x .y e A 
iii) xeA ^3y|eA / x <y 

La condici&n i ) significa que una cortadura en Q es una parte propia y no vacia de 
Q. Ln iii) queda espedficado que A carece de maxima. 

Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una partition de Q que denotamos 

mediante |A , A c j>. Los eiementosde A c son cotas superiores de A. 


Ekmplo J 0-5. 

* 

Los siguientes subconjuntos de Q son cortaduras 


a ) A — i x e Q / x 


3 i 


t:\ este caso — e A c es el extreme superior de A, es decir, el primer elemento del 

jonjunto de las cotas superiores de A. 

b> A = Q~ u|o> U [x eQ* / x 2 < 2) 

Las condiciones i ) y ii ) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de 
rn-Aimo utilizando la funcion de Dedekind 

f Q^Q definida por 

, x (x 2 4- 6 ) 

3 .X 5 -r 2 


V - x 


ii) v 


2 _ 7 


4 x - 2 x 3 
3 x 2 4-2 


x (X 2 + 6) _ X 3 T 6 X - 3 x 3 - 2 x __ 

3x 2 +2 3x ! + 2 

4x - 2x 3 2x(2-x ! ) 

3x 2 +2 " 3x 2 + 2 

x 2 (jc 2 + 6) 2 . _ 

(3x 2 + 2) 2 

x * (x 4 +36+ 12 x 2 ) - 2 (9 x 4 +4+ 12x 2 ) 

(3 x 2 + 2 ) 2 

x 6 - 6 x J + 12 x 2 -8 (x 2 -2) 3 

(3 x 2 + 2 ) 2 (3 x 2 + 2 ) 2 


2) 3 


iii) A no tiene maximo. En efecto, sea 

x>0 a xeA=>x 2 <2=>x 2 ~2<0 
Siendo v > 0, de acuerdo con i ) y ii ) se tiene que 

y - x > 0 a y 2 - 2 < 0 


4 
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Es decir 


3 y e A ! y >x 


En consecuencia, A carece de maximo, 

De modo analogo se prueba que B no tiene mfnimo. 


10.6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor 
que todo elemento de A c . 

x e A a y e A c x < y 

En efecto, si fuera y <x, como x € A, entonces por la condition ii ) de la definition 
resultana y e A, lo que es contradictors con la hipotesis. 

Ejemplo 10-6. , 

Todo rational a determina una cortadura en Q. definida per 


A =fx eQ / x <a j 


El numero a se llama frontera racional de la cortadura y se identifies con el minima 
de A c . En el caso b) del ejemplo 10-5, no existe frontera racional. 


10.6.3. El numero real 

En el conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente relation de 
equivalence 


A ~B «*■ A = B 

Las clases de equivalencia se llaman numeros reales, 
identifica con la correspondiente cortadura, es decir 


y por ser unitarias se las 


Suele utilizarse la notation K A = a. 

En este sentido podemos decir que numero real es toda cortadura en Q. Si la 
cortadura tiene frontera racional queda defmido un real racional, y en caso contrario el 
real se llama irracional. La cortadura b) del ejemplo 10-5 define al numero irrational 

vT ' • 

Los conjuntos de los numeros reales racionales y de los reales irracionales son, 
respectivamente 

f N 

Rq — { Aj / A t - es cortadura a Af tiene minimo } 
ft = (Aj / A t es cortadura a carece de minimo > 





• -AA* *Vi‘ w v.»-* 


'■* ^'' l -‘•■--‘■■^r. 
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La cortadura. definida por ei numero racional 0 es el numero real 0 


O^^eQ I x< o} 


10.6.4. RelaciSn de orden en R 

Sean A y B las cortaduras correspondientes a los numeros reaies a y 0 


Definition 


Definition 

El mirnero real a es positivo si y solo si 0 < a 
Se verifica que la definition anterior determina un orden estricto y total en • 

10.6.5. Adicion en R 

Sean A y B las cortaduras que definen a los numeros reaies ayp.U conjunto 


a 4* b / n e 


b eB] 


es una cortadura en Q. 

En efecto 

i ) Por defmicion, es C ^ 0 

Ademas, como existent c A c a y e B c , por 10.6.2. se tiene 
a<x a b<y => a + b<x -► * + }>$€ =>x-f-v«?C 

Luego C c # 0 y en consecuencia C^Q 
ii) Sean 

xeC a y<x . Entonces x = a + h I ae A a be B. 




'»» - i. 


Como v x s® * 1! 


X ft 4- 


r < d ^ 


a r t v 


. . a h«:8 Pat A un a cortadura. existe 

iiil veC=>x=i2+fe tales que a e A a ft e b. ror ser a uim 

z e A tal que : > «. y en consecuencia existe y = 2 + b en C. tal que v > x. 
El numero real 7 corresponds a la cortadura C se llama suma de a y /3, y puede 
escribirse 


a + ll = (a + b ! ae A a beB^J 


La defmicion propuesta caracteriza una ley de composition interna en R, asociativa^ 

J Jut" . gw.1. 0 .»n in, aditivo p.» todo eten«n.o da R, y »—™ O 

sea (R , + .) es grupo abeliano. 
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La cortadura correspondiente al opuesto de a es 


B= „ A =[xeQ / - x es cota superior no minima de A j 


10.6.6. Multiplication en R 

Dados los numeros reaies no negativos a y & definidos por las cortaduras Ay B, 
respectivamente. con side tamos el conjunto 

C - FT u(ab I a e A - b eB a a> 0 a b>0> 


Procediendo como en 10.6 


6.5. se 


a Q U 


y JiuiaLnw 


1 que se obtiene se llama producto de a y 0. 

Esta defmicion se completa de la siguiente manera 

f — 1<k 1 ||3| si(a>0 A 0 < 0) v (o < 0 a 0>O 
a3^= < 

[ jatj j(31 si a < 0 a 0 < 0 


Se demuestra que esta ley de composition interna en R es tal que (R \0} ,.) e» 
grupo abeliano. y ademas, distributiva respecto de la adicion, es decu, <R . f , > es un 

cuerpo. 

Por otra parte, la relation de orden definida en 10.6.4. es compatible con la adicion 

v multiplicacion en R. , , , , 

Es de advertir que la operatoria con numeros reaies sobre la base de cortaduras es 

inadmisible; en este sentido se recurre al metodo de los intervalos o de los pares e 

sucesiones monotonas contiguas. La ventaja de las cortaduras es esencialmenie teorica. 


10.6.7. El cuerpo ordenado de los numeros reaies 

El orden defmido en 10.6.4. es compatible con la adicion 
pues verifica 

I ) (v0 =** ot : 4- y 0 4 y 

r ■ - 4 

% a .■y n a O <?’***> &. y 8 y 


y multiplicacion en R, 


■f ^, 

L/C I 




Si IW -1 ^ VI ^ v 


a < 0 => a + 7 < 0 + 


Si fuera 


a + 7 = ^ + y 


Por ley cancelativa en (R , +), resultana a - 0 , contra la hipotesis. 
Luego 

<X 4- 7 < 0 + 7 
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&t ++■ VF 


10.6.8. Densidad de Q en R 

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos reales distintos existe un racional, es 
decir 


q<]3 =* 3 r c Q / a <r<0 


Por defmicion 10 . 6 . 4 . 


a<j3=>ACB a A^B = 
=> 3 b eQ / b eB a & £ a 


a 

~ "5^ 


Sea r > £ a r e B. Considerando la cortadura R asociada a a. eomo 


re 8 A rf R 

( 1 ) 


C B a R * B 


Por otra parte 


i>eR a be 


c R a A R 


=>a<r ( 2 ) 


De (1) y ( 2 ) resulta 


3 reQ / a<r<0 


10.7. COMPLETITUD DE R 


10.7.1. Concept© 

T 

Nos proponemos demostrar que R es completo,lo que equivale a afirmar que todo 
subeonjunto no vacio y acotado de R tiene extreme superior en R. Esta propiedad no 
es valida en Q, pues el subeonjunto no vacio 


A = fx e Q + / x 2 <2jCQ 


:arece de extreme superior en Q. 
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10.7.2. Teorema de Dedekind. Si {A , B) es una particion de R que verifica 

a e A a 0 e B a<p 
entonces existe y es unico el numero real y que satisface 

a<y^p V aeA V0eB 



a) Existencia 


Sea C — A O Q - < x € Q / x e A > 


C es una cortadura en Q. En efecto 

i) Por ser { A „ B } una particion de R, es 

.4^0 =>3x6.4 / xeQ => A n Q 
=> C ^ d> . 


Ademas. si 0 € B a x £ B, entonces xf A cualquiera que sea 
Luego x 6 C, y como x 6 Q, resulta C ^ Q. 

ii | x e C a v < x => 3 a e .4 / x e A => 


a6.4, pues a<*3. 


=> 3 a 6 .4 lye A =>yeC 
iii) x eC => 3 a €.4 / xeA => 

=> 3 y e A / x <y => y e C 

Resulta, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en consecuencia 
queda probada la existencia del numero real y. 
b ) a < 7 < j3 V aeA V0eB 

Es obvio que a < 7 *Por otra parte, si existiera 0 € B tal que 0 < 7 , entonces existirfa 
x e Q tal que x e C a x e B. 

Ahora bien 

xeC I x e A 

y en consecuencia 0 < a, contra la hipotesis. 

c) Unicidad. Supongamos que 7 y 7 ’* satisfacen las condiciones del teorema, siendo 
7 < Como entre dos reales distintos existe otro 7 ”, se tiene 


y < y n "eB \ ’ 

( ^ A. M 

7 ”< 7 ’ => y'eA J 

lo que es contradietorio con la defmicion de particion. 


A n b & <p 
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Una consecusncia inmediata del teorema es que A tiene maximo, o bien B tiene 
mininio, pues 

y € R =& y € A V y e B =» y esel maximo de A , o 7 es el mmimo de B. 
Ambas situaciones no pueden presentarse, pues A D B ~ $ 


10.7,3, Teorema, Todo subconjunto 
extremo superior. 


no vaeio de R aeotado superiormente tiene 


ILUU tp -r- A 


R detmimos 


V 


6 R 


V < X A 


€ ■ 


y sea A c = B. 

Se tiene, entonces, que ningun elemento de .4 es cota superior de X, y, en cambio, 
todos los elementos de B son cotas superiores de X. El teorema se reduce a probar que 
8 tiene minimc. Observamos primero que A y B satistacen las hipotesis del teorema de 

Dedekind 

a* r e R : e A v 1 e B 

b) A = # 

e) X <p =» 3 x € X 


Luego 


v < x 


y € A =* A =£ (j> 


Per otra parte, como X esta aeotado superiormente, 

3yeR/xeX^x<y ** y € B => B^£ 4> 


Estas tres ccndiciones establecen que < A , B J> es una particion de R 
d) Sea ah ora a e .4. Entonces 


Tt* & 7L : 

—i V* 1 » j 


■»-» -v *■ 


Si 3€B. 


ces x < 3. 


eonse cue nets., a p, o s 

a e ,4 a BeB => a < 


Por el teorema mencionado existe un unico numero real que es ei maximo de A . o 
bien ei mmimo de Se trata de probar que vale esta ultima situacion. En efecto, sea 
ae A: entonces existe x e X tal que a: < x. Ahora bien 

a<a <x ct e A 

■» 

r ' ^ 

y en eonseeuencia A no tiene maximo. 

Luego B tiene minimo y es ei extremo superior de X. 


I 
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10.8. POTENCIACION EN R 


10 . 8 . 1 . Potenciaeion con exponentes enteros 


Definicion 

i ) a 0 — 1 si a e R a a i= 0 

ii) a 1 = a V a e R 

in) a n * 1 - ot n , a si n e N a n> 1 


1 LC 


—.. ! 


Si a r* u 


O A rt 


10,8.2, Radicacion de mdice natural 

Teorema. Dados aeR'y^eN, existe un unico numero real positive 0 que verifica 
0 n =a, 

Demostracion) ' 

Es suficiente probar el teorema en el caso en que a < 1. Si a > 1, entonces existe 

keZ* tal que k > a, por la propiedad de Arquimedes. Ahora bien 

k>a k n >a => ~~ < 1 


Sea - = a’ (1). Como a’ < 1, si 0’ es tal que f n = a\ entonces para 0 = k 0’ se 

k n 

tiene 

0 n = k n 0’" = k n a’ ( 2 ) 


Por (1) 


De (2) y (3) resulta 


r n * 

a — k a 




Basta considerar pues la situacion para a < 1. 
Sea 


x e R / x n < a 


(3) 


S' C"' ^ *** 1 ;- 

Proharemos qua / 1 a. Constd^ 


/ in .1 4 vW" ft T 


nnr I ^tinremo 

j-7.♦._>• f. >• o «r- ».• w- w ^ -. ** *- 

>s j £ R ta! que |ai < l s 




s»a 


n / 


LW» 


It— I „ 
« - 


ft / 

+ z { 1 ^“'^ = 

i=iuy 

1-1 V 7 





NCMi ROS Rl- AU'S 


1 . Hionces 


(0 + < 7 )" - 0" = a £ ( " )j3' , -'a i - 1 

i= i v ? y 


Toinando modulos 


1(0 + a)" - 0" I = k I . I £ Q^0" -' a*" 1 1 


For modulo de ia suma y del producto se tiene 




!( p+a) n - 1 V )0 f< ~~‘kl 

i-1 v / y 


i — * 


V como \ai < 1. resulta 


+ </)" - 0”! < |ai £ I ? ] 


i= 1 V / 


)r - 


Haciendo Z ! |0 n 1 

»" i t J 


— b nos queda 


)(0 + a f — 0 n j < b \a\ 


ftiera 0 n < a. defmiendo 


a-g" 
' b 




mo a < ! v b > L resuita 0 < a < 1 


F.ntonces 


0 < (0 + af — p* < b * —^ - = a — 0° 

(0 + a)” - 0 n < a - 0" =* 

(0 4- j) n < a => 0 + a e S 


\r.< dear, a S perteneee el numero real 0 + a. que es mayor que el supremo 0. lo que 

iOiurdo. 

De mo do que no es posible que 

0" <a 


\nd!ogamente se deduce la imposibilidad de que 

r >a 


K Mi Ha entonces 


0 n = a 


>^.N 


radicacion i n r 


\ J 

3 D S 

Ahora bien, 0 es unico, pues si existiera 0’ # 0 en R , tal que p n -a, se 
presentarian dos alternativas 

i ) 0 < 0’ < 0 *=» a = 0’" < 0 n = a ** 

=> ft <C o: 

ii) O<0<0’ =*• a=0” <0’" =<* ^ 

=► ct Of 

lo que es absurdo. Luego, 0 es el unico numero real positive que verifica 

0" =ot 

Definition 

0 es la rafz msirna aritmetica exacta de a e K 
La notacion es 

__ i 

0 = 

Se presen tan los siguientes easos: 

a) Si a > 0 v n es par, entonces existen dos raices /?-sima$ en R. 

0, - ttfi A 02 =- 


^ f " - 

b) Si a < 0 v /? es par, no exists v a 

c) Si a < 0 y /i es impar, entonces 


0 = — a es tal que 0 < 0 v 


r? _ 


10.83, Propiedades de la radicacion con indice natural 
Sean 

aeR* a 0eR + 

i. V<* 0 = 

En efecto 

y/a-x a \/jf= v por 10 . 8 . 2 . 

il 

a = x n a 0 =y n 

4 

G0 = (xy) i1 

\ZO0 = -V V 

\/a~& = \/a \/0 
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H, a : (3 7 => v^ft : P • V^" 

ft : /?“ 7 


7.0~a 


\^y V^= n/5" 


v't = : W 


n / « rc a /r 

Vtt : p ™ ya • v.y 


m/, t 


III. V Va = m \J<x 


IV. W fr = r ’Va mp si p e N 
Las demostraeiones de estas dos propiedades se proponen como ejercictos. 

10*8.4, Potenciacion con exponent© racionaf 


Definition 


m „ ,- 

<F = n ^r 


eQ* yaeR*. 


* * i 

a < 0 , entonces existe a n para n impar. 


Definition 


m 

i *v n 

f —^ ) 

v a J 


m _ n* 
y — e Q . 



si 0 


a; a « %. y vaie ia re 


esmccion; n imnar. 


Ejempio i0-7 

Demostrar la regia del producto de potencias de igual base. 


a" .a s = tyF .yZ? = 

= n ^ c ^n __ nj^mrpn 


m q + p r? 


— a 


TP" m P 


LOG A RITM AC ION EN R + 


3 0 *> 


10.8.5. Potenciacion con exponent© real 
Sean a > 0 y |3 e R. 

i ) ft> 1 

0 esta definido por el encaje de intervalos cerrados racionales [b ti bl\ 
Se tiene 

h t ^ b 2 & 3 ^ ^ Z?^ <?? 2 

Como or> I . resulfa 


a° 5 < or ? < er 3 < . .. < a * < cr 3 < a ! 


Ademas, V £ > 0, 3 n 0 tal <3 ue 


X* / 2 4 ) ^ ft 


n bri s bn~~bn 

~oc (a 


ixe 


consecuencia 


[a b ',a 6 ‘i 


es un encaje de intervalos cerrados en R que define al unico numero real ft£ 
ii) Para ft < K el encaje 


10.9. LOGARITMACION EN R + 


10.9.1-'. Concepto 


L/3UOS iic R , 


V f * .< f> 

■ <’». vjt- k ?.:• .>. T TiS ' ry 3 *? } i,r jswas*#*, ^ r, j t v i *l -_3 i: ; -= m c r>. ?•• p**-. 2 ' s/. ’jo-i 

v «*f «*uw liUiiiClv i^auv Mi* que vvAiUWa 


b x — a 


x se llama logaritmo de a en base b. 


Definition 


log& a - x <=> b x - a 


10.9.2. Propiedades. Sean m e R + , n e R + , b e R + y b ^ 1 
I. Logaritmo del producto. 



3 34 


NUWt.ROS REALES 


Sean 


logb m — x a log b « = / 
2r x = m a b y n 

6 * +> « 

log^ (ft/ ft ) = x + v 

11 


t/\f* f m si \ " Ion m i» lAn *? 

* Vfc b v ” % ~ iV *b * l ”*b '* 


. Logaritmo del eociente 


log (m : ft) = log ft/ - log, /? 


HI. Logaritmo de una potencia. 


log d m a — a !og fe m 


IV. Invarianza 


log, m — x a a 0 => loa = a* 

w d a 


10.9.3. Cambio de base 

Si b — 10. los loaaritmos se Daman decimales v la notacion es 

log io m — log m 

Si la base es b ~ e = 2,718281. ., , los logaritmos se ilaman naturales v se denotan 


oor 


log m = In m — Ig m 


Dado el In a, nos interesa obtener log b a. 
Sea 

log, a = x => b x a => 


x in b — In a 


log b a = TJX - lna 


In b 


. In a 


En el easo b = 10, se tiene 


resulta 


In 10 


0,434294... 


log a = 0,434294. ..In a 


NO NT Ml RABJL1DAD DE R 


10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R 


Nos proponemos demostrar lo que hemos anticipado en 9.19: el conjunto de los 
numeros reales es no numerable. El numero cardinal correspondiente a R se llama 

potencia del continue y se denota por t\ 


10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado [0,1] es n° numerable, 

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significa que N ~~ [0 , 1], y en 
consecuencia. por definition de coordmabilidad, existe 

f: N 10 „ I] tai que f es biyectiva, 

Por ser / sobreyectiva, ia imagen de N se identitka con [0,1 ], es dedr 


[0,1 ]*=(/< !),/<-)./ (3)» ...V 

^ * 

* 

Sea [0.1] = U. Mediante los puntos de abscisas 1/3 y 2/3 subdividimos a U en tres 
suhlntervalos de igual amplitud 



Ahora bien: f{\) pertenece a lo sumo a dos de los tres subintervalos. En este easo, 
seleccionamos aquel subintervalo al cual no pertenece / (1). Pero si pertenece a uno 
solo, elesimos. entre los dos a los que no pertenece, al de la izquierda. Queda asf 
caracteruado U| tal que 

Subdividimos a este en ties partes iguales, y con el mismo procedimiento 
seleccionamos U 2 tal c^ie 

f (2) i U 2 

Analogamente, para/( 3) queda definido U 3 de modo que 

/(3) 4 U 3 

o |—|—•-♦- 1 —- 1 - - 11 

/(2) 1/3 2/3 

Se tiene asi una sucesion de intervalos L'i, U,, U 3 ,... que verifica 
i ) U, D U 2 3 U 3 O ... tales que V n : / («) 4 U n 
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ii ) Como la amplitud de U„ es ~r . se tisne q ue la sucesion de las amplitudes 
es convergente a 0, 

En consecuencia, sc trala de un encaje de intervalos cerrados en R, que corno 
abemos define aun unico numero real a 0 6 li, siendo 

fx \ = .Q. u, 

5 Q \ i€ N 1 

V 

Como f es bivectiva, dado x Q € U, existe no e N tai que 

•S' *■ » 


(f ** \ 

j v n 0 p 


para todo w 6 N 


Pero por la eke cion de los L n , f (rio) ^ ^« 9 * 

:on la anterior. Luego. [0 . 1] es no numerable. 


sicion que es a. 


10.10.2. Teorema. 

Si a < b, emonces [a , es coordinable a |0 , 1 J. 

Basta definir 

/: [0 , 1 ] [a , h] mediante 
f (x) = a + x (b - a) 

Es inmediato que/ resulta biyectiva, y en consccuencia [fl , b] ^ [0,1 ]. 

10.10.3. Potencia de R 

Por definition, el conjunto A tiene potencia c si y solo si A es coordinable a [0,1 ]. 
Se proponen como ejercicios, las demostraciones de las siguientes propiedades: 

i ) Si a<b, entonces (a . b)~[ 0,1] 

ii) La union disiunta de un numero fmito de conjuntos de potencia c tiene 


TjSVL'i, • •) 

"= 


* 2 

f a * * 

7-. » * 


iii) Toda union numerable de conjuntos disjuntos de potencia c tiene potencia c. 

c (A,) ^ c ^ 2 * Aj *** (0 ? 1 ] 

ieN 

En el ejemplo 4-20 hemos demostrado que la funcio nf: R-*(— 1 , 1 ) definida por 


/(*) — ^ + 


1*1 


es biyectiva. 


POTENCIA DE R 
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TRABAJO PRACTICO X 


10-8 Demostrar one si la ecuacion con coeficientes enteros 


n-1 


x n 4 2 a, x 


0 


tiene raices racionales, entonces dichas raices son emeras. 

10*9, Utilizando el contrarreciproco del teorema anterior, demostrar 

i ) y 5 no es racional 

ii ) La razon entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional. 

IQ-10. Demostrar que toda raiz entera de la ecuacion del ejercicio 10*8 divide al 
termino independiente. 

10-11. Demostrar que la ecuacion 3 x 3 ~~x = i carece de raices en Q 


10-12. Demostrar que \J~2 4 \ JTS es irracional. 


10-13. Verificar que ! 3 , 3 + 4~ j y 3 

L * J L 

intervalos cerrados racionaies equivalentes. 


1 1 1 

—. , 3 4 *—j ! 
10* 10 J 


son encajes de 


10-14. Determinar las tres prime ras aproximaciones por defecto y por exceso de los 
encajes que deflnen a y/2 y Y efectuar 

VT+ VT,41-41,41.41 y VI:VT 

10-15. Obtener las cortaduras en Q que definen a V? y a VI 

10-16. Obtener los subconjuntos de R que satisfacen a 

i ) |x + 2| < 2 iii) x 2 < 5 v) x 3 <x 

ii ) jx + 2| > 1 ,iv) x 2 > 5 vi) (x + 2) (x - 1) (x - 2)x <0 

Determinar en cada caso la existencia de cotas y de extremos. 

10-1 7. Comparer los numeros s/2 + 43 y 41 Y s * s ° n distintos determinar el menor. 

f t % 

10-18. Sea X -lx = — jn e Nj. Verificar que X esta acotado y determinar, si 


Sea X=|r=y/ne N). Verificar que X esta acotado y determinar, si 
existen, el supremo y el mfimo en Q. 
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10-19. Estudiar la acotacion y la existencia de extremos de los conjuntos 

i ) A-{xeR + / x 2 <2} 

ii) B ={x eR / x 2 > 2 / 


iii) C ={xeR + / x 2 >2} 

10-20. Sean A y B dos subconjuntos acotados de R tales que a 
Demostrar que el supremo de 


- sup Ay b ~ sup B 


= x 4 v / X € A A v € B 


es a 4 b 


10-21. Determinar los extremos de 


A = x e R / 3 x 2 


x ~\< 


10-22. Sea A C R y acotado. Demostrar 

a = Sup S £ >0 => 3 x 6 A / a - £ <*<*r 
Demostrar las propiedades 111 y IV que figuran en 10.8,3. 

10-24. Demostrar las propiedades i ), ii ) y iii) enunciadas en 10,10,3. 
10-25. i ) Efectuar 


X y 


\ r 


\i ( y/T + V3 + Vs J (VI'- v~3 - Vs) { 41 - V 2 - 4s j ( 42 +41- Vs) 


ii ) Comparar 


log 2 5 y ioj 


% 5 


10-26. i ) Caicuiar 


* KT « JL / V UUVUlUi / # - ft /- - 4 

v42 + 2V4-432 

ii) Determinar l<3s reel pro cos de 

VI-41; 1+4I-4J 

10-27. Resolver las ecuaciones en R 

i 3 ) log x + log 3 r _(2 x ) — 2 log 2 x 

S) 3 X 4* - 1 =(y f ) 


10-28. Resolver en R 


s , + l 


3,4 y - 1 = 0 


10-29. Determinar x e R* sabiendo que 


4T _ (v ^ f = o 
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10-30. Resolver el sistema 


( log.* y + log y x = 
\x.y= 16 







Capitulo 11 


EL 


Ofc LUS 




11.1 INTRODUCCION 

Presentamos en esta unidad la teona y la ejercitaeion basicas relativas al estudio de 
los numeros complejos. La generation del conjunto C y de las operaciones en el es la 
habitual: una relation de equivalence en R 3 que presents la ventaja de earacterizar 
clases unit arias y la consiguiente identification con C. Se definen las operaciones de 
adicion y de multiplication, se destaca el isomorfismo de una parte de C en R, y 
ademas de ia forma binomica se introducen las formas trigonometrica y exponential. 
Queda resueito el problema de la radicacion y de la logaritmacion, no siempre posibies 
en R. Se introduce, ademas, el concepto de rafces primitivas de la unidad. 


11.2. EL NUMERO COMPL£JO 


11,2.1. Ecuationes sin soluciones en R 

El ejemplo mas eonspieuo de una ecuacion sin rafces reales es 


^ . & _ji K 

X * 


ya que, cualquiera que sea x € R, se vertficax 2 > 0. y en consecuencia 

x 2 4 * 1 0 

De un modo mas general, la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 con coeficientes reales no 

tiene soluciones en R si el discriminante b 2 — 4 ac es negative. 

Se hace necesaria la ampliation de R a un conjunto en el cual puedan resolverse 
situaciones del tipo anterior, de manera que R sea isomorfo a una parte de el. Tal 
conjunto es el de los numeros complejos. 



342 


IX CUERPO DE J OS NUMEROS COMPLEJOS 


11,2.2. Relacion de equivalencia cn R 2 y numeros complejos 

En el conjunto R 2 , de todos ios pares ordenados de numeros reales, definimos la 
relacion ~ mediante 

(a , b)~(c ,d) o a = c a b~d 

Esta relacion es la identidad, v obviamente es de equivalencia; se traduce en el 
siguiente enunciado: “dos pares ordenados de numeros reales son equivalentes si y solo 
si son identicos’L 

* 

Cada class de equivalencia es unitaria, y se la identifica con el par ordenado 

... ** »• ** «”k f 4 s * $ c*V A /*» 

\ ^ 

La identifieacion que proponemos, en virtud del umtarismo de las clases nos 
permite escribir 

~ ( a 

Definition 

Numero eomplejo es todo par ordenado de numeros reales. 

El conjunto de los numeros complejos es C = R 2 . 

Es decir 

C — {{a , b) f a e R a deRj 
La notacion usual para los numeros complejos es z — (a , b ). 


y Definition 

Pane real de un numero eomplejo es su primera componente. Parte imaginaria* 
su segunda componente. 

Conviene advertir que las partes real e imaginaria de un eomplejo son numeros 
reales. Las notaciones son 

Re (z) -a a Im (z) = b 

Introduciendo un sistema cartesiano, los numeros complejos se corresponden con 
los puntos del piano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte 
imaginaria. Por otro iado, a cada eomplejo le esta asociado un vector con origen en el 
on gen del sistema, y cuyo extreme es el punto determinado por el par ordenado 
correspondiente. 
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Los complejos ue pane uuagmana uuia, es uecii, tos pares oruenauos uc-i upo 

(a * 0), son puntos del eje de abscisas. Los complejos de parte real nula caracterizan el 

eje de ordenadas. 

Definition 

Un eomplejo es real si y solo si su parte imaginaria es cero. 

Un eomplejo es imaginary si y solo si su parte real es cero. 

Ejemplo //-/. 

Determinamos analftica y graficamente los complejos z = (x . y) que verifican 

i ) Re (z) = 2 

Resultan todos los pares ordenados para los cuales x = 2, es decir, z = (2 , v). l- a 
ecuacion x " 2 corresponde a la recta paraleia al eje de ordenadas que pasa por el 
punto de abscisa 2. 

ii ) Zm (z ) < 3 

La condicibn anterior se traduce eny < 3, y corresponde ai semipiano que contiene 
al origen, cuyo borde es la recta de ecuacion y = 3. 



iii) Re (z) + Im (z) = 1 



344 


EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Se trata de los complejos z = (x , v), tales que x + y 
recta del piano que pasa por los puntos (1 , 0 ) y (0 , 1 ). 


1. Queda definida asi la 


- x 

s 


i i 

l t 


11.2.3. Opeiaciones en € 

En C ~ R 2 se definen la adicion v multiplicacion mediante 

1 ia ,b) + (c ,«/) = (« + c , b + d) 

** * * < r + 

2 . (a-,&) . (c t d)-(ac-bd , ad + b c) 

Estas leyes de composicion interna en C verifican las siguientes propiedades: 

i) (C , +)es un grupo abeliano. La justification esta dada en los ejemplos 5-2 y 5-5. 
Complejo nulo es el par ( 0 , 0 ), y el inverse aditivo de todo complejo z = (a , b) es 

■~ Z ~ (~“ £2 , 7 ” b) 

II) (C — {Oj ,.) es un grupo abeliano. El simbolo 0 denota el complejo nulo (0,0). 
Verificamos los axiomas 

Gj : El producto es ley de composicion interna en C, por la definition 2. 


zeC a z’eC => z.z’e C 


G-> : Asocial ivid ad. 


i W ' i 


* _9t 


- 

6 + 


> r p * 


I 5 v * * 
' ff 


Ifc* * 


~h,*K** .... a * **» •* ? — hh*h” 




# « »* a 

o a -*■ 


f _ >t 


a % is. 

X I S 


r”) = (a, b ) W,b')Aa",b ")j = (a, b)(a'a" - b b ,a b 
iaa'a” - ab'b" - ba’b” - bb’a”,aa’b" + ab’a" + ba’a" - bb’b") 


A «■ » 0 « « ff * *' 


^ “ 2 _ 

£? £? ,a 


1 ? \ 


— iaa a 


t „ 


De (1) v (2) resulta 


<zz’)z’' = z(z'z”) 


1 * 

G 3 : Elemento neutro es el complejo (1 ,0). En efecto, si z ~ (x , y) es neutro para 
el producto, debe satisfacer 

(a , b) . (x ,y) = (x ,y) .(a ,b) = (a ,b) V (a , b) eC 


V (a ,&) eC 
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Por definition de multiplication 

(ax — by r ay + bx) — (a , b ) 


Por igualdad de complejos 


Resolviendo el sistema 


rax — bv ~ a 
1 

| bx + ay = b 


a 1 4- b 1 = £ x 


sf -i 


ia * 


b b 


ah 


Si (a . b) ^ (0,0) entonces 


A x 1 , v 

X = - 1 - = 1 A V 


¥*» 


Resulta tx , v) = (1 . 0) que satisface G, para todo (a , b) eC, pues 
, b) = ( 0 , 0 ) se tiene 

(0 „ 0 ) . (1 , 0 ) = ( 0.1 — 0 . 0 , 0.0 + 0 1 ) = ( 0 , 0 ) 

G 4 : Todo complejo no nulo admite inverso multiplicativo. 

Sea z = (a , b) * (0,0). Si existe z ' 1 = (x , >0, debe satisfacer 


el cas 


Es decir 


z. z * 1 = z ' 1 . z = (i , 0 ) 


. b). (.v . v) = (x , y). (a, b) = (1 . 0 ) 


Efeetuando el producto 


(ax — by t ay + bx) — (l , 0 ) 


Por igualdad de numoros complejos resulta el s*siema 

r ax — b v — 1 


Resolviendo el sistema 


* v 


A = I 


a i 


— a 2 + b 2 0 


Ax 


A y = 


1 -b 

© 

0 a 

a 1 
b 0 


= a 



j;l culrfo di: los numkros compli jos 
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Luego 


O sea 


Ax a 

__ Pi * __ __ 

■***>•* ■ ■ " r r ' 

A a 2 4 d 2 


i _ 


G s : Conmutatividad, 


_ A.y - ~ ~b 

y y ~ a +/,* 


a 2 4 d 


2 ' 


a 2 4- b 2 


. r ’ = (a . d) . (a\ b f ) ~ (aa' — bh’ t ah’ + ba*) 
— (a’a —b’b , da 4ad) = (a\ d ? ) (a ♦ d) = 


de acuerdo con la deflnicion de multipiicacion en C y la conmutatividad del producto 
en R, 

III) El producto es distributive respecto de la suma. En efecto 


(- 4- -*> - 

\+k ■ «* ^ Mr 


= [(a. d)4(j\ d')](a’\ &”)«(* 4a\ d 4d>){*'\ 

= + d'd”) = 

= (aa ”- dd", ad” 4 da”) + (a a”-b 9 b”, a*b” + b'b”) = 

= (a . d) . <<T'. d”) 4 (a\ d’} (a”, d”) = - w 4 z r ” 


For adicidn en C, nultiplicacidn en C y conmutatividad de !a suma en R. 

En consecuencia, la tema (C , + , .) es un cuerpo. La diferencia esencial que 
presents con reiacidn al cuerpo de los numeros reales consiste en que es no ordenado. 
En efecto, si fuera ordenado, como i # 0, caben dos posibilidades: 

*>0 6 i <0 

En e! primer caso, por la compatibilidad de la relacion respecto del producto, se 
nene i 2 > 0 , es decir, — 1 > 0 , lo que es absurdo. 

En el segundo caso es 0 < /, y en consecuencia, — i < 0, y por la compatibilidad con 
el producto resulta — i 2 < 0 , o sea, 1 < 0 , lo que tambien es absurdo. 


Efempio 11-2. 

Sean z x =(—2,3) , z 2 -( 1,2) y z 2 - (— 3 , - 1 ). Efectuar (z { 

("i ^ 2 ) “ 3 = [(t 2,3) — (1 . 2)] (— 3 , — 1) = 

= (-3 .1)(— 3 U=fQ + 1 ,3~3> = (10,0) 


~2) ' ~ 
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11 . 3 . ISOMORFISMO DE LOS COMPLEIOS REALES EN LOS REALES 

Sea Cj? = ^ (ci , b) e C/ d — Oj el conjunto dc los complejos de parte imaginsria 

nula. La funcion /: C R ->R, defmida por f (a , 0 ) ~ a, asigna a cada complejo real su 
primera componente. 



La aplicacion / es obviamente biyectiva. y ademas un morfemc de C R er. R 
respecto de la adicion y multipiicacion. En efecto, sean r=(a,G) y z' — (a\ 0); 
entonces 

f(z 4 Z J ) -/[(a , 0) 4 ( tf ', 0)] =f(a +^0) = 

= a 4a # =/(a , 0) 4 f(a , 0) =/(z) 4 f(z>) 

For otra parte 

/(::') -f{(a ,0)(a' ,0)] - f(aa' ,0) = aa’= 

— f(a, 0)f(a’ ,0) =f(z)f(z’) 

En consecuencia, / es un isomorfismo de C R en R respecto de la adicion y 
multipiicacion; o sea, C R y R son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista 
aigebraico. 

El isomorfismo permite identificar cada complejo real con el real eorrespondiente, 
es decir, (a , 0 ) = a. 


11.4. FORMA BINOM1CA DE UN COMPLEJO 


11.4.1. Unidad imaginaria 

El numero complejo imaginario de segunda componente igual a 1 , se llama unidad 
imaginaria y se denota por 

i — (0 , 1 ) 


_ * 

*T 


•» 
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EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


La multiplication de un complejo real por la unidad imaginaria permuta las 
componentes de aquel, es decir, lo trasforma en un complejo imaginario. En efecto 

(i>,0).r = (fe,0).(0,l) = (i>. 0-0.1 ,b. 1+0.0) = (0,6) 

y por el isomorfismo de los complejos reales con los reales, se tiene 

bi = (0 , b) 

Las potencas sucesivas de la unidad imaginaria son 


* =( 0 , 1 ).( 0 , 1 ) = (- 1 , 
3 =/*. i = (-l).i = -i 


Analogamente 


= 1 


y m , 4k _/ *4 - t fe _ i 

Si el exponente es de la forma 4 k con k 6 Z, se tiene i ~ i 1 ) ” 1 ■ 

En general, si el exponente de / es a e N, al efectuar la division por 4 se tiene 

a = 4 q + r, donde 0 < r < 4. En consecuencia 

f ss f 4 ^ r = i Aq . i r = 1 . i r = i r 

v este ealculcse reduce a uno de los cuatro considerados en primer termino. 


11.4,2. Forma binomica de los complejos 


Sea z = (a, b) un numero complejo. 
For definition de suma 



La converiencia de la forma binomica se pone de manifiesto al efectuar operaciones 
con numeroscomplejos. evitando el ealculo con pares ordenados, que es mas laborioso. 


Ejemplo 11'3. 

Sean z t =(- 2 , 3) , z 2 =(l,2) y z 3 = (- 3 , 1 ). Calcular (z, - z 2 )z 3 

Con la representacion binomica se tiene 

I 

‘ 

i 


\ 
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(Z, -z 2 ) z 2 = [(- 2 + 3 0 - (1 + 2 0] (- 3 + if = 
= (_ 3 + i) (9 + 1 2 - 6 0 = (- 3 4 - 0 (9 - 1 — 6 0 = 
= (- 3 + i) (8 - 6 i) = - 24 + 18 i + 8 / - 6 i J = 

= - 24 + 26 i + 6 = - 18 + 26 i 


11.5. LA CONJUGATION EN C 


|J.l. Complejos conjugados 


Sea z = & 4* bi 


Definition _ 

Conjugado de z = a + W es el numero complejo z = a 
El si'mbolo z se lee “conjugado de z" o “z conjugado . 

Siz= - 1+3/.entoncesz = -1-3i- ^ 

El conjugado dez = (-y , ~ 1 ) (t ' l J' 


bi. 


Dado - =a + 6i se tiene I = a — bi y z-a + bi = 
conjugado de un numero complejo es igual a este. 

conjugados. 


ss decir, que el conjugado del 
Los complejos z y z se llaman 


Definition 

Dos complejos son conjugados si y solo si tienen la misma parte real, y sus partes 

imaginaria s son numeros opuestos. # 

Dos complejos conjugados caracterizan puntos simetncos respecto del eje real. 



11.S.2. Propiedad. La suma de dos complqos conjugados es i^ alju^ode la parte 
real. El producto de dos complejos conjugados es un num g 

En efecto, sea z = a 4* bi. Entonces. 

2 -f z = (a + bi) + (a “* bi) — 2 a = 2 Re (a) 



S U 
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Por otra parte 

z , f= (a 4 bi) . (a - bi) = a 2 - (*/) 2 = + * 

Como a y 6 son numeros reales, resulta 

2, Z 6R A Z . Z ^ 0 

11.5.3. Propiedad. Un numero complejo es real si y solo si es igual a su conjugado. 

zeR z -z 

% 

i i-fR»:=j+0/=»:=4 a z—a => z = z 

• * “ > 

jj ^ j a + bi ~ Q ~~ bi bi ^ bi ^ ~ bi ~ 0 ^ b — 0 

Entonces z = a. o lo que es lo mismo, r € R 

11.5.4. Automorfismo en C 

La fun cion / : C -*C definidapor/(s) -7 es un automorfismo en C. En efecto 

i \ f es inyectiva. Sean z y z en C, tales que / (*.) — / (- ) 

v por igualdad de compiejos resulta a b - b , osea z = z, 

ii ) /es sobreyectiva. Para todo w = a 4 bi e C existe z = a — bb tal que 

/(-) = f {a — bi) ~a + bi-w 

iii) f es un morfismo respecto de la adicion. pues 

ft- + z*) = z + z = ___- 

-(a 4- bi) + (a 3 + bl) = (a 4 a f ) + (b 4 b')i ~ 

= (a 4 a')-(b 4 b') i = (a - bi) 4 (a - bi )« 

= z + F=/(z) 4-/(z f ) 

Por definition defy suma en C . 

iv) /es un morfismo respecto de la multiplication, >a que 

/(zz*) = zz 7 -(a 4 bi) (a 4 6 i ) = 

— ’ — bb') 4 * (ab ' 4 ba )7 = (aa ’ — W ) — (<26 + ba ) i — 

, = —W)(^'““* , 0 S= ZZ 9 -f(z)f(2 r ) 

Las propiedades iii) y iv) se traducen en el siguiente enunciado: “el conjugado de la 
suma es igual a la suma de los conjugados, y el conjugado del producto es igual al 

producto de los conjugados”. 
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Ejemplo 11-4. 

Determinar los compiejos z — x + yi que satisfacen 

i ) z*=-z 

En la forma binomica se tiene 

x 4 . yi = — (x —yi ) => x 4 -yi = —x 4 yi x = ~x => x — 0 

Los compiejos que veriflcan la condicion dada son de la forma z = yi, es decir, 
imaginarios puros, y corresponden al eje de ordenadas. 

ii ) z. z = 1 

Esta condicion se traduce en 

(x 4 * yi) , (x ~ yi) ~ 1 

I yggQ xr* 4 v 2 = 1, y corresponde a la circunferencia de radio 1 con centro en el ori¬ 
gin. 

11.6. MODULO DE UN COMPLEJO 

11.6.1. Sea z = a 4 bl 
Definition 

Modulo de un complejo es la raiz cuadrada no negativa de la suma de los 
cuadrados de las par tes real e imaginaria. 

La notation es i z ! = V # 2 4 b 2 

El modulo de un complejo es la distancia del punto correspondiente, al crigen. 



11.6.2. Propiedades del modulo 

I) El modulo de todo complejo es mayor o igual que su parte real 
Sear - a 4 bi, Entonces 
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EL CUi-RPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Como a e R *=» a < bl, de esta relation y de \a\ < bl resulta bl > a , es decir, 

Re(z)<iz I. 


Analogamente I m (z) < I z I 

II) El producto de cualquier complejo por su eonjugado es igual al cuadrado del 
modulo. 

Tests) z . ~z = ! z \ 2 
Demostraeiori) 

Efectuando ei producto y aplieando la definition de modulo, resulta 


**■ *■ ■*!> 


fa ~~ bi I 


> Q . JA 

(bt r = or 


• I! »» £ 


Ill) El modulo de! producto de dos complejos es igual al producto de los modules 

Tests) ! z z s l = i * 1 i z* 1 

Demostracidn) 

A partir del cuadrado del primer miembro aplicamos II, eonjugado del producto, 
conmutatividad y asociatividad del producto en C y la propie dad II 


6 * nr 


****** 

mm mm 


*?*?*«* *T * 

mm m m 


mmm m 


= i:! 2 iz’l 2 

• 1 w 1 J 


Resulta 


I«l 2 = (b| bl) 


mu 


Y como las bases son no negativas, se tiene 


ff S'* 


IV) Ei modulo de ia suma de dos complejos es menor o igual que ia sum a de los 
modulos. 

Tesis) \z +z’\ < I z | + i z f \ 

* Demostracidn) 

Por cuadrado del modulo, eonjugado de la suma, distributividad del producto 

re specie de la sunta en C v por ia propiedad II se tiene 


L ? 'I 

$ (>i» * 'll' ( 


«£»» 

mm * 4 ^* m ' 


*1 *r .7 


* ^ Z I 


A ^ ^ 5 "A 

r iE - > 4 ,; -* I 


{Z + r > i 




* i Ji 5 * ? £ 

**> ■» s 


+.X- J =. 

5 » * * * J h J 

** lake g ** ? ■** 


— z z 


22 


Como los terminos centrales son complejos conjugados, su suma es el duplo de la 
parte real, es decir 

zz 7 +lz* - 2 Re (zz y ) 

*• ■* 

Sustituyendo en la igualdad inicial tenemos 


|z+zl 2 = jz| 2 + 2/?e (zz’) + bl 


(0 
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Ahora bien, teniendo en cuenta que la parte real es menor o igual que el modulo 


Por modulo del producto 


2Re{zz’)<2\zz’\ 


2Re (zz’) < 2 bl bl 


, es 


(I)y (2) 


\ *7 4* ^ * i 

r A* - m I 


2 Re (zz s ) < 2 bl izT 


i 1 sk* 4 9 Up p 1 4 


itv 


Desoues de cancelar v factorear el segundo miembro 
& < **»• 


*i\2 


b + :T <(bl + bl) 


y como las bases son no negativas, resulta 


|z + 


4. 

~ i~ 


( 2 ) 


A * » 

'1 

%** i Si 


V) EI modulo de una potencia de exponente natural es igual a la potencia del 
modulo 

b n l = \z . z .,. z| = jz| bl... bl = bl” 


Ejemplo 11-5. 

Al dividir dos complejos, siendo el segundo distinto de cero, puede evitarse la 
determinacion del inverso multiplicativo del divisor multiplicand© por el eonjugado de 
este, y se obtiene 


En particular 


^ .x. Of ; 

Am a W S 


z w 
w w 


£ * i M j f 

f ' •/' (r » 1 *»c 


»*» 'V 

J II 


7 / + 6 


•T*KWIV r/«ViSMi*4VMl*X 


|H’| 


2 + 3 / + 4 i 


+ 7 


^2 «*_ 2 2 
< % 


Ejemplo 11-6 . 

Determinar los complejos z que satisfacen 
i ) iz = I + i 

l+i o+o(-o 


. 

z — r 


z = 


i (- 0 


=-/+!= 1 -/ 



3 ? 4 


11 ( ULRPO DF. LOS NUMLROS COMPLLJOS 


ii ) \z — 1 + 2 i\ = 2 

Si z — x 4 >’/, entonces 


|x 4 jm/ - 1 + 2 z] = 2 => 
** i(x — 1 ) + (y + 2 ) /I — 2 

- V^iF+T^) 2 = 

s=> (x l ) 2 4 4 2 ) 2 ~ 4 


2 =» 


Es la ecuacion de la circunferencia de radio 2, con centre (1 , 

* 

i z - Re (s)i = [Im (z)f 

z = X 4- VI =» |x 4- VI ■— x\ ” V" =► 

=> ;>-ii = v 2 => (vS^)' = y 1 => 


2 ). 


=> l>1 = y 2 => v 


v con v>0 => 


=> v 2 — v - o => v ( v — 1) = 0 =» 

ia^ 

=> v = 0 v v — 1 => z = x v z=r + i 

»• ^ 

Se obtienen los complejos conespondientss a los puntos de las rectas de ecuaciones 
= 0 v v = K 


iv) z 


z = yi 

*7 r = ? 


4z =2 => 


x = 


Es la recta de ecuacion x - 1 

v ) (a 4* &i) z~ (a 2 4- d 2 ) / con , fc) ^ (0,0) 
Se tiene 


(a 2 + b 2 ) i 
a 4- 62 


(a 2 + b 2 ) 2 (a — bi ) 

(22 


(a 2 4 6 2 ) / (a — bi) 


a 2 + b 


— i (a — bi) = ai 


= b 4 ai 


11.7. RAIZ CUADRADA EN C 

Sea z = a + M. Por defmicion, laraiz cuadrada de z es un complejo x +^i que 

W 

satisface 

(x 4* vi ) 2 . = a 4* bi (1) 


Aplicando modules 


j(x +v 0 2 ! “ \ Q + bi\ 



Ambos radicandos son no negatives, pues i z \ > a, y se obtienen cuatro pares de 
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condicion (4): si 
b>0 entonces jee^se eligen con el mismo signo, y si b < 0 , se eligen con distinto 

signo. 


Ejemplo 11-7, 

Calcular las raices cuadradas de los siguientes complejos 

s 

i )z = — 4 — 3 2 




1 1- CUKKPO DE LOS NUMKROS COMPLEJOS 


to* -V 


Como b <0, x ey se cligen con signos distintos, y las soluciones son 


(s/i -3V2) ( V 2 

l 2 ’■ 2 J \ 2 


3 y/2 


Ls decir 


yj~~4 3 i ~ i 


f s/2 3 s/2 \ 

V 2 2 1 ) 


) z 


: ? 


N Ea* * 


s + 


; 2 + 0 


Como b — - 2 < 0, las soluciones son 


0 ,-1) y (- 1 , 1 ) 


Luego 




«• * •s V 

Hi) Z 


9 , b - 0 , \z\ = 9 


9-9 


= 0 


v =i 


\ 


9 + 9 


= ± 3 


£n este case, los cuatro pares de valores se reducen a dos 


(0,3) y (0,-3) 


y se tiene 


9 + 0 i = ± (0 + 3 /) = t 3 i 


OtK'.' W> 


V~ 3 = ± v3 1 


11.8. FORMA POLAR O TRIGONOMETRIC A 

♦ 

Sea z ~ a + bi un complejo no nulo. Las coordenadas poiares del pun to de 
coordenadas cartesianas a y b son: el radio vector py el argumento ip, o cualquiera de 
los congruentesa p, modulo 2 ir. 


FORMA POLAR EN C 


3o / 


Las formulas de pasaje de las coordenadas poiares a cartesianas son 


a = p cos (p 
b = p sen p 


% 

. \ ** " 
^ V 




* & 



donde p- v5 : Fib 2 = izi y p^argz, 

Se tiene 

z = a + bi = p cos p + p i sen 9 ? 


es decir 


z = p (cos ip + 1 sen p) 


* 

Esta es la llamada forma polar o trigonometrica del complejo z . 

Es claro que p y p definen umvocamente a 2 . Pero z caracteriza univocamente a p, 
v no a sp- argr. 

* * w 

Definition 

Argumento principal del complejo no nulo z es el numero real p que satisface 
i ) a — jz{ cos p a b — \z\ sen ip 

ii) G<p< 2 * , 

Para denotar e! argumento principal eseribiremos p - Arg z. 

Dados dos complejos en forma polar z ~ p Ceos p 4* / sen pi y 
:r ’ = p" {cos jp,4- / sen p’| diremos que son iguales si y solo si tienen el mismo modulo y 

sus argumentes son congruentes modulo 2 if. En simbolos 

: = z' o p = p* a p? — p 4* 2 A ?r con A e Z 

Ejemplo //«& 

Determinar la forma polar de los siguientes complejos 
i ) z = - 2 + 2 / 

p = s/(-2) 2 + 2 2 =v^=2%/2 


_ * 





Resulta *pdel segundo cuadrante e igual a 135°. 
Luego : = 2v 2 <cos 135° 4* i sen 135°) 

li ) 2 — — 3 i 

p= VO 2 +(-3) 2 =3 

Luego z = 3 (cos ff + i sen ?r) 



-c 

11.9 OPERAGONES EN FORMA POLAR 

11.9.1. Multiplica cion 

* * * 

El producto de dos compiejos en forma polar tiene por modulo e! producto de 

Ids modulos, y por argument© la suma de los argumentos. 

Sean z = p (cos tp + J semip) v z’ = p’ (cos v?4- * sen 




• 0 * % {*' i. 
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Entonces 

' ^ 

zz* = pp* (cos p 4- i sen ip),(cos $ +1 sen ^0 ~ 

= pp* [(cos tp cos ip’ — sen <p sen <p*) 4- i (sen <p cos <p* 4- cos <p sen <^)] 

= pp’ [cos (<p + <p*) + / sen (p + <pT)J 

11.9.2. Cociente 

El cociente de dos compiejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero, 
tiene por modulo el cociente de los modulos, y por argumento la diferencia de los 
argumentos. 

z , _ 

©• 

=► p (cos p4- / sen p) = p’ (cos pf 4* i sen pO iHeos 4> 4 i sen => 

=> p (cos p 4* i sen p) = R p' [cos ($ 4 <^f) 4 i sen (<p 4- pO] 

Por igualdad de compiejos 


R o’ = p a #4-p’=p4 2ftrr 


Luego 




a 0 = p p? si k — 


^ rt 

~7 = [cos (p— pf) 4- / sen (p — p’)] 
z p 


11.9.3. Potenciacion de exponente natural 

La potencia K-sima de un complejo en forma polar tiene por modulo la potencia 
rt-sima de su modulo, y por argumento el producto de su argumento por n, 

z ~ p (cos p 4- i sen p) =* z n = p n (cos n p 4- i sen n p) 

* 

Lo demostramos por induction completa 


1°) n — 1 




1 = z = p (cos ip 4- f sen p) = 
= p 1 (cos 1 . p 4 -1 sen 1 . p) 


2°) = p h (cos h p 4* i sen h p) ^z ft+ 1 = p h+ 1 [cos (fc 4-1) «p4- / sen ( h + 1) pi 

En efecto, por definition de potencia, hipotesis inductiva y 11.9.1se tiene 

r 

z h z'= p h (cos £ p 4 i sen h <p) p (cos p 4- i sen p) = 

= ph +1 j cos {fa i) + / sen (h 4- 1) <p] 

La formula z n = p n (cos // «p + / sen n p) se llama de De Moivre. 
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ml cueR po m 10 s numeros complejos 


11.9.4. Determinacion geometrica del producto y del cociente 

X- 

Sean z ■ = p (cos y? + i sen y>) y z ’ = p' (cos +1 sen y?). 

i ) Producta En un sistema cartesiano consideramos U (1 ,0) y los puntos A v 
B representantes de los complejos z y 2 ’ es deck, de coordenadas polares 
(ip, p) y ($ * p’X respectivamente. 



A -6 

Considerando a OB como homologo de OU„ construimos OBC ^ OUA. Resulta C 
de coordenadas polares (y? + $ , R), y por la proporcionalidad de lados homoiogos 

d (0 , C) __ rf( 0,B) 

d(0,Aj“ ^(0,0) 




En consecuencia, e! vector DC representa el producto de los complejos z y z . 

11 ) Cociente. Razonando sobre ia misma figura, supc nemos dados los puntos C 
y B ascciados ai dividendo y divisor respectivamente. Construimos sobre OU, 

A A 

como homologo de OB, el triangulo OUA semejante a OBC, y obtenemos el 
vector 0A, es decir, el cociente. 


i 

i 
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Ejemplo 11-9. 
Siendo z - 


- 1 + i y/3 y z* = 


siguientes operaciones 


z' 


-f - 


3 y/3 . 


6 realizar en forma polar las 


Expresamos zyz'en forma polar 


■ t *»■ 


sen ; 

cuadrante. 

Luego 


y? = 120 0 pues 


= 2 (cos 120° 4- / sen 120°) 


Por otra parte 


! ? 1 2 
^ ■ J — 1 4* 

\ v 2 J 


3 VI \ 2 nr~~:v 


2 y 


a I - j* + 

\ 4 4 


sen v?’ = 

cuadrante. 

Entonces 


vi 


* r 


segundo 


) 36 

X ; . 

V 4 


^ = 60°, ya que z' corresponde a un punto del primer 


z ’ — 3 (cos 60° + z sen 60°) 


Aplicando las formulas deducidas tenemos 

i ) zr'=6(cos 180° + /sen 180°)= 6(- 1 + Qi) = — 6 


ii) 


(cos 60° + i sen 60°) = 




P ,c M » 


’/i r ■ J-J 1 


ivo$6 120" +1 sen 6 . i:0*) = 2'’ scos "20 ,J + > sen 720»'» 


2 6 (cos 0° + / sen 0°) = 2 6 t1 + 0 , i) 


64 


Ejemplo 11-10, 

Mediante la formula de De Moivre, obtener sen 2 cos 2 <fi. 
Sea z un complejo de modulo 1 y argumento < p, es decir 


z = cos y? 4- / sen y? 





^■2 


Ml C'UERPO Dl*. LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Elevamos al cuadrado de dos mancras: por cuadrado de un binomio 


«2 ^. s 


(cos p + i sen p) 2 = cos 2 p ~ sen 2 p + 2 i sen p cos p 


y por la formula de De Moivre 

z 2 = (cos p + / sen p) 2 = cos 2 p 4- i sen 2 p 


De (1) y (2) resulta 


cos 2 p = cos 2 p — sen 2 p 
sen 2 p = 2 sen pcos p 


0) 


( 2 ) 


11,10. RADICACION EN C 


For defmicion, el complejo w es raiz >?-siroa de z si y solo si r n = w. 

Teorema. Todo complejo no nulo admite n raices n- simas distintas dadas por 

r — P ip 4* 2 4' ff „ p 4* 2 & 7i \ 

Wu = y pi cos ---— + t sen-— } 

** ^ Tl /I 


don tie ^ 0 ^ 1 j ^ ♦ * 


, p=i 


* - 5 


y ^ — arg z 


Demostracion) 


Sean z = p (cos p 4 z sen p) y w = R (cos $ 4- / sen 


Por defmieion de raiz, debe ser 


w n —z 


Es decir 


R” (cos n <f> 4 -1 sen n <£) = p (cos p 4 -1 sen p) 


Por igualdad de complejos 


R rt = p y /? <|> = p 4- 2 A tt 


Luego 


R =Vp y 


p 4- 2 A' 7T 


Se obtiene la formula 


__ ■ ■ ■ ^ ^_ > 

p (cos p + i sen p) = Vp ( 


cos 


£ + 2fcJL + /» 


Todas las raices de z tienen el misrfio modulo, y difieren en el argumento que es 


p 2kir 

n n 


con k € Z 


V 


RADICACION EN C 
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De los infinitos vaiores enteros de k es suficiente considerar 0, 1, 2,. .. ,// - 1 |ara 
obtener las n raices distintas. 



Si k — n entonces la correspondiente raiz w n tiene argumento 

* 



Que es congruente a —y se vueive a obtener Wq . 

tl 

En general w /+n = Wj y solo existen n raices distintas. 

Nota , • 

Las n raices n-simas, distintas de un complejo no nulo, se identifier con los 
vertices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio 
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11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C 


* 

11.11.1. Exponential compleja 

En los ciirsos de A nali sis se demuestra que la exponencial real e x admite el 
desarroUo en serie 


1 4- x 4* 


4- =2 

» % * * 


k-Q 


y satisfacelaspropiedadesbasicase 0 = 1 y e* e y -e x * y , 

A fin de preser/ar estas propiedades dennimos la exponential compleja mediante 

♦ 

e ix = cos x + i sen x 

Se verifica 

e ix e iy ( cos;c 4 . | senx) (cosy 4- i seny) = 

= (cos x cosy — sen x seny) + i (sen x cosy 4- cos x seny) = 

=s cos (x +y) + i sen (x 4-y) = 

Sea z — p (cos if + / sen <p). Entonces z - p es la forma exponencial del 
complejo z. 



FORMA EXPONENCIAL 


11.11*2. Operaciones en forma exponencial 

La traduccion de las formulas relativas al producto, cociente y poteaciacion, 
obtenidas en la forma polar son las siguientes 

i ) z.z’^pe^ p’e^' = pp’e l ^ + ^ 

"\ Z — P ^ —■ P J {# — *?*) 

11} pV*' P' 
iii) *» = <p ** f « pP e'"* 


Ejemplo 11-12. 

Demostrar 

i ) z — e** =► !• 

En efecto 


=a> » t=s cos vp 4- i sen <p => 


cos 


4* sen^ ip = 1 


ii > e z = 1 

Sea : = .r+ yi 
Entonces 


2 n ir i con neZ 


e* = e x * yi = e x e y 1 = e* (cosy + i sen y) 
= e x cosy 4* e 31 i seny = 1 + 0 / 


For igualdad de complejos es 

e* cosy =1 a e x seny = 0 

Como e* # 0 resulta sen y = 0 y en consecuencia y -kit con he 1 
Ahora bien 

y = k n => cos y = cos & n = (— 1 ) ft 


Luego 


(-l) fe = l=(-l) : 


Es decir, e* 
As i .e x = 1 
Resulta 


(— l) fe ,y comoe* > 0 , se tiene k~2n. 

=> x — 0 

- = x + yi = 0 4- 2 n / = 2 rnr i 


11.12. LOGARUMACION EN C 


Sea z^O. Por definition In z = w si y solo si e w — z. 












11.14. RAICES PRIMITIVAS DE LA UN ID AD 
11.14.1. Concepto 

En el ejempio 11-11-ii) hemos determmado las raiees de orden 3 de la unidad, es 
decir, las tres raiees eubieas de 1. Tales raiees son 

1 %/ 3 4* VT 

w 0 = 1 w, = - -y + / “T- wa ® ~ “y - * 

Las dos ultimas no son raiees de la unidad de an orden menor que 3, pero la 
primers si lo es, puesto que 

VT=l y VT-±1 

For este motive se dice que vvq y w 2 son raiees primitivas de orden 3 de la unidad; 
en cambio, w 0 = 1 no es raiz primitiva de orden 3 ni de orden 2, sino de orden 1. 


R A ICES PRIMITIVAS 


1 

0 ? I 


Sea G n el conjunto de las n raiees n-simas de la unidad. Un elemento generieo di 


G n es 


2 h it 


2 k 7 ! , . 2 k 7 ! 

w k - cos —— + I sen —— 


donde k = 0, 1, 2, — 1. Por definition de raiz H-sima, los complejos w k 

satisfacen la condition = 1, y son tales que (G„ ,.) es un grupo multiplicativo 
abeliano. Esta situation ha sido tratada en el ejempio 8-12. en el caso particular en que 
n = 3. 

Definition 

Ei elemento w fe e G n es una raiz pnmmva de orden n ae ia unidad m y si no 
es raiz de 1 de un orden menor que n. 

EI conjunto de las raiees cuartas de la unidad es G 4 - ^ 1 ,1 . ~~ 1 . ~~ i • De acuerdo 

con ia defmicion y con el conocimiento de G l , a G 3 . podemos decir que 1 y -i son 

raiees primitivas de orden 4 de la unidad. Los resultados 1. L ~ 1 y -/ se obtienen de 
la formula general a! tomar k los valores 0. 1. 2 y 3, respectivamente. Observamos aqui 
que si k es copnmo con n , entonces la raiz w k es primitiva. Tai es el caso de w, v w 3 . 
para n ~ 4. La demostracion de esta propiedad es el objeto de io que sigue. 

11.14.2. Propiedad. El compiejo w k e G n es raizm-sima de la unidad si y solo si 
n km, 

Demostracion) . ihr 

Sea w, = cos -=■- + 1 sen ——— = e n € G n . Entonces 


lilulUflUVU; 2 k* 2k* 

Sea w fe — cos- + 1 sen- 


<an 


1 <=> cos 


m rr 


sen 


2 k mu 


•zz. t <=> 


2km* , , 

<=> cos ---~ 1 a sen 

n 


2 k m n 


** 2JmUL ^ 2 rr q a q eZ 
n 


k m 


= q <=> k m — n q <=> n I km 


0 <* 


•r- 

11.14.3. Propiedad. Sea 0 < k < n. Entonces w k e G n es una raiz primitiva de orden n 
de la unidad si y solo si n y k son coprimos. 

l) ny k son coprimos => w k es raiz w-sima primitiva de 1. 

Sea Wfc una raiz m-sima de la unidad. Entonces, por 11.14.2., se tiene que n I km. y 
como ny k son coprimos, resulta n \ m, de acuerdo con io demostrado en el ejempio 

9-8-ii). Ahor 3 bien, siendo n y m numeros naturales y n I m, es n < m 9 y en 
consecuencia w k no es raiz de la unidad de un orden menor que n. o lo que es lo 
mismo, w fe es raiz primitiva de orden n de 1. 



Vi f 

J J A* w 


KL CUliRPO DL. LOS NUMiiROS COMPLEJOS 


H) w k es raiz «-sima primitivade 1 =» m.c.d. (n , A) = 1 

Supongamos que /z y A' no son coprimes, y sea d su m.c.d. positive. For definicion 
de m.c.d. se tiene 

d \ n a c/ I A n~dn a k-dk* donde m.c.d. (w*, A') = 1 
Sustituyendo estos valores en la expresion de results 

2dk’n . 2 t/ A' 7T 

Wfo = cos —.; nr + z sen -.- = 

ci« /v *' 


f . f 


■wv ■» 


2 k* n 


2k'rr 


* , a V 8 A 


Como w* y k son eopnmos se deduce que vv* es raiz de la 
lo que con trad ice la hipotesis. Luego debe ser med in . A) ~ ! 


or den n' < n 


Ejemplo 11-15. 

Determinar las raices primitivas de order* 6 de ia unidad 
Las seis raices sextas de 1 estan dadas por 


w h = cos 


k n 




i sen 


k Tl 


con A = 0,1,.... 5 

De acuerdo con 11.14.3. I) elegimos A de modo que m.c.d. (n,6) 
k = 1 o A = 5. Las raices primitivas pedidas son, entonces 


= 1 y se ob tiene 


: 7T 2 7T 

——* + i sen- 

6 6 


cos -r- 4- i sen = cos 60° + i sen 60° 
3 j 


J ir 


> si: 


i ** w 


% -’v (.A 


COS 




+ i sen 


* 


= cos 60° - i sen 60° 


s 300° + i sen 300 


/ v 


? 


TRABAJO PRACTICO Xi 


/ i / A f 1 ac jr\«? rs a*t(arnc ^rw nij* ac 

S t V* V-"' l V A Ui; tV t ^ D V S 3 3 V, S U J? 


\ r S 


,!»***>.»*- 

> '** 1 
•i; *' —aiir 


* 'V $ 
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11-17. Determinar los complejos z en cada uno djs los siguientes casos 


a) (1 +/)+:- — / 

b) j = / {1 + /) 

11-IS. Obiener r en los siguientes casos 


— {—?){ 1 -b r) 

= < 1 + i \ \ I -- / 


(l + v57) (vT + /) 

(VT+yT/) 2 -V§7 
(VI + vT/) (y/3~ VI0 
r i V3 v 

- — + z - I 


//'/9. Resolver las siguientes ecuaciones en 

a) iz ~ 1 


i)z - i 


(i +0 


/ !-20. Exoresar 


* v 


1 + 


i *r i 


11-2L Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones en C 

a) z 2 ~ 2i h) z 2 ~ — 3 - 4 i c) z 2 - — 2 r 2/ 
/i-22 Obtener la iorma polar de los siguientes numeros complejos 

a) Zj = \/3 + / c) z 3 = — 1 — / 

« 

b) z 2 - — 2 — 2 \/3 / d) z 4 - — 3 z 


* 




i L CUERPO Di: LOS NUMKROS COMPLEJOS 


3 • 4 


U~2$. Efecluar en forma polar las opcraciones que se indican con relation a ios 

complejos del ejercicio anterior 

6 \ 

a) z , c) — 


2 “ 3 


11-24. Calcularz" siendo 


i *ni m li 

14-/! 4 \ 2i 


/ 1-25. Probar que si / (x) = ax 2 4 bx 4 c donde a. b y c son numeros reales y z € C es 


t t r 0 Pntmif'PS fi "1 — 0 

* M '= * — f ■- * ’ V * ♦ 


//Ob Dado r 


4 sen a 4 / cos a, determinar r 


11-27. Determinar Ios numeros reales a y b sabiendo que 

(—I 4 /) a + {1 4 2 i) b ~ \ 

/ /- 2<V. Resolver la ecuaeion en € 

iz ~ 1 — /) (r - I 4 /) 4 1 4 /) (: 4 1 


/ /09. Resolver la ecuaeion en C 

x 2 4 (— 2 — 2 /) x = 3 6 i 

i 1-50. Resolver ei sisuiente sistema de ecuaciones en C 

***> 

r (1 4 /) x — iy = 24/ 


\(2 4 i)x 4(2-/) v = 2/ 

11-31. Demostrar 

uj B cotijugado del opuesto de todo complejo es igual al opuesto de su 
conjugado, 

b) PI conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de 
los conjugados. 

c) El modulo de la diferencia de dos complejos es mayor o igual que la 
diferencia de los modules. 

d) El conjugado del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus 
conjugados. 

e) El modulo del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus modulus. 


/ 1-32. Sean los complejos no nulos z y z\ Demostrar 


i ~i 


I - i 


T - 7 


»t -1 _ r — 1 

Z \ ~ \z 


I~1 


11-33, Demostrar 


I- +z’| J + |z-z’l 2 = 2 iz i 2 + 2|zV 


11-34. Demostrar por induction completa 


(cos x 4 / sen x) n = cos nx 4/ sen nx 
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11-35. Utilizando la formula de De Moivre demostrar las siguientes formulas 
i ) sen 2 x ~ 2 sen x cos x 

cos 2 x = cos 2 x — sen 2 x 
“ ) sen 3 x = 3 cos 2 x sen x - sen 3 x 


cos 3 x = cos 3 x - 3 cos x sen 2 x 

11-36. Sabiendo que Ios complejos 1, w y w 2 satisfacen la relacion x 3 = 1, verificar 

i ) (1 4 w 2 ) 4 — h ; 
w ) (1 — w 4 w 2 ) (1 4 w ~ vv 2 ) — 4 

11-37. Determinar algebraicamente las raices cuadradas de los siguientes complejos: 

i ) z = “ 1 c - 8 i 

ii 1 2 = 5- 12 i 


iii) z = 844 \J~5 i 

11-38 . Resolver las siguientes ecuaciones en C 

i ) x 2 ~ (2 4 /) x 4 3 4 i - 0 

ii ) x" 4 (— 3 4 2/ ) x — i = 0 


11-39 . Determinar y rep resent ar las raices que se indican 

i ) s/ \ - i ii ) \/ - / iii) \f~8 iv) 


4/ 


11-40. Determinar los logaritmos namraies de Ios siguientes complejos 

t ) z = \/Tf - v~3 i 
n } z = - ei 
iii) z = 4 

11-41. Determinar los valores principaies de las exponenciales siguientes 

i ) w=(VT-i) M 

ii) w = (3i) ii 

iii) w = (l - / s/3) l/i 

11-42 . Obtener el valor principal de 2 en los siguientes casos 

m 

i) <l-l)**l 


ii) 


14/V3 

2 


11-43. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) JC 2i -2x‘ + 2 = 0 

ii ) x 2 x ^ + 1=0 
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11-44. Determnar los conjuntos do puntos del piano que satisfacen -a las siguientes 
rel adores 

i ) Re (z) = - 2 
ii) - 2 <//« (z) < 3 
in) 2 + 1| >2 

i y ) 0,5 Re (z) ^ 0,5 a |z| = 2 


v ) T‘ < Arg z < 3 


I < 


I + ? 5 




! 1-45. Determnar analfticamente v graficamente los subconjuntos de C que 
i »!: + !!+ lr- 11 = 3 


ii) j z + c ! \z — c 


— — .,2 


11-46 Caieular 


1 + 2 cos x + 2 cos 2 x + 


4- ? 

* 6 <* * 


11-4/. Verificar la identidad 


77-+S. Dado z = 
11-49. Demostiar 


/ 1-SO Se deflnen 


Demostiar 


r -+- 


:w \ + 


+ zw j = jri + i w | 


1 + 2 i i + y/lJ, haliar In z. 


e z ~ w = 2 n it i a 


eZ 


cos z 


i « iz 

e 4-e e - e 

-^- , sen z = --—- 


i ) cos z ~ cos x ch v - i sen x sh v 

n ) sen z - sen x eh v + i cos .v sh v 


//o/. 


ar ms i'oinninto^ nunfm ei*l 


i } 




verifican 


*5 *"»■ •#».« * 

4* ^ ™- * 


iii) 


1 _ •» 
dtt **•» 


* \ »- j » 

iv; 2 t: = u 

v) 2 + z' 1 ’ eR 

vi) z = z 2 


vii) Jr + / 1 = jz + 2 /| 
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77*52. Obtener los siguientes coniplejos 


, ioo , 
a ) z = 2 /* 
fe=0 


b) z 


100 . k 
= 7T l 


11-53. Los complejos no nulos z x y z 2 son tales que 

I Zi + z 2 1 = M + |z 2 l 

Demostrar que z x -az 2 para algun aeR + 

11-54 , Caieular z 4 sierxdo 

j \ t “ r — v4- * \ 1 

¥ * .* 


il I 


sen a ™ / sen a 


a e 


i % <r /v ^ 


u ^ 


•*, •. *> 


iii) z - 


1 +/ 
A 

i 


11-55. Demostrar / 

i ) Re { zu’ + z vv) “ :w + z w 
a ) Itn (zh- — zw) - zw “Zvv 

//-5d, Demostrar que si w es ratz eubica primitiva de i, entonces 

{1 — w) (1 — w 2 ) = 3 

77-57. Sea w una raiz n-sima primitiva de 1 y n > 1. Demostrar 

n-i h 

2 w fe =0 
fe = 0 


11-58. Sabiendo oue n - 3 k. demostrar one 


" — +/ 




VT A n 




Capftulo 12 

POLINOMIOS 


12.1. INTRODUCCION 


A partir de la definicion de polinormo formal de un anillo con idemidad, se ilega ai 
;mcepto de anillo de polinomios formales de im anillo con una indeterminada. v al 
;iso particular de dominio de integridad de polinomios de un euerpo. En esta 


.itruetura se estudian la divisibilidad, los ideales y la factorizacion. El eapitulo se 


completa con el tratamiento de los polinomios reales y complejos. 



12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO 

12.2,1. Con cep to 

Sea (A , 4- 9 .) un anillo con identidad, 

. Definition 

Polinomio formal del anillo A es toda funeion P : N 0 ->A que verifies P («) = 0, 
salvo para un numero finite de elementos de N 0 , 

E! dominio de la funeion es N 0 = |o , 1 , 2 , . . . j , > la imagen de todo / € N 0 se 

escribe P (/) = a,. La definicion dada caracteriza a todo polinomio formal como'una 
sucesion de elementos de A cuyos temiinos son nulos a partir de cierto mdieelEs usual 
identificar a un polinomio formal en terminos del conjunto ordenado de las imagenes, 
lo que conduce a la siguiente notation 

P = (a 0 , a. . a n> 0 , 0 ,. . .) 

El hecho de que P (n ) — a n sea distinto de cero no significa que deba ser P (/) ~ a, 
distinto de cero para i < n. 

En particular, la funeion nula, definida por P ( i ) — 0 cualquiera que sea i eN 0 se 
llama polinomio nulo, y lo indicaremos asi: 

0 =( 0,0 _) 
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Definition 

‘Grado de un polinomio no nulo es el mayor entero n que satisface P (> 2 ) ^ 0, 

El grado de todo polinomio no nulo se identifica con el indice del ultimo termino 
distinto de ceio de la sucesion que lo define. Convemmos, ademas, que el polinomio 
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le 
asigna grado infinito. 

Ejemplo 12'1. 

Determinamos los grades de los siguientes polinomios de los audios que se indican 

i ) El polinomio P : N 0 -»Z S definido por 

P(0)= 1 ,P (/) = ?(/— 1) 4- 1 si / = I. 2, 3, P(r) = 0 si i> 3 
es P = (T ,7,3", 7,0.0' _) 

siendo grado de P = g P = 3 

* 

ii ) El polinomio Q : N 0 ~*Z tal que 

i — 2 si n~ 4 

Q <«)== 

j 0 si n # 4 

es la sucesion 

Q =(0,0,0 .0 .”2,0,0 _) 

y tiene grado 4. Todo polinomio con a lo sumo un termino no nulo se llama 
monomio. 

iii) Si el anillo es (R 2 x2 , + ..) v definimos 

R : N 0 -►R : x2 mediante 

R<0) *[o i ]* 1 R <')-[! vtJ =a 

ro @ i 

y R («) = q ^ j = N todo n > 1, entonces 

iVL 

R = (1 , A , N , N ,. ..) 

tiene grado 1. 

12.2.2. Anillo de polinomios formales del anillo A 

Sea P el conjunto de todos los polinomios formales del anillo A. Es decir 
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I. P + Q : N* A es tal que 


(P + Q) («) = P («) + Q ( n ) 


ILP.Q : N c ^Aes tal que 


(P.Q)00« 2 P(0Q(«"0 

i=0 


Ejemplo 12*2 . 


Sean P “ (a* , £ 
donde gP - 2 v gO 

i ) S=P+( 

siendo c 




, J 


0 ; ^1 


■iS. »**»- 


- 3. ue aeuerao con ms < 


- ^3 > ' 

se tiene 


«! w «) # • * f » 


c, = S(/) = (P + Q)(0 = P(0 + Q(0 = *«+&« para todo ie N 0 


Entonees 


S = P + Q = (<z 0 + b 0 , ai +/?i, a 2 + b 2 , 63 . 0, 0,...) 
Siendo g (P -r Q) ~ 3 

ii ) R = P. Q se ob tiene de la siguiente manera: 


c 0 = R (0) = (PQ) (0) = Z P (0 Q (0 - 0 = P (0) Q (0) 

i=0 


— <2q b o 


Ci=R(l)«(PQ)(l)« 2 P(0Q(1 — 0- 

j=rO 

= P(0) Q (1) + P < 1) Q (0) = <z 0 *0 


fj = R (2) = (PQ) (2) = X P (0 Q (2 - 0 = 

1=0 


= P(0) Q (2) + P (1) Q (1) + P (2) Q (0) = a 0 b 2 +a x b x + a 2 b 0 


El tenrimo generico del producto 


For ejemplo 


c s -a {y b$ + a* b 4 +• a 2 b 3 + # 3 b 2 + #s &o 


En nucstro csso se reduce a 


C 5 — ^3 


Pero c 6 = c 7 = ... = 0 

El grado del producto es 5 sitf 2 b 3 =£ 0, es decir, si el anillo no tiene divisores de 


cero. 
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Ejemplo 12-3 . 

* 

Efectuar la suma y el producto de los polinomios de Z 6 

P = (2,3,0,0,0 ,...) 
y Q = (0,T,2,0,0,...) 

i )P + Q = (2,4 ,T,0',0',...) y j?(P + Q) = 2 
ii) PQ =(0,2,1 ,0,0,...) y g (P Q) - 2 

Se veriflca que (P , +) tiene estructura de grupo abeliano siendo neutro para la 

is.-li.-iim ftl nnlmiimio Milo, v el inverse aditivo u onuesto de cada oolinomio P es el 




ditivo u 


esio ue cac s ' 


jlkioi 


fe — 

4 \ 


El producto es asociativo en P, con identidad 

1 : N 0 A tal que 


t (n) 


1 si n — 0 


0 si n # ( 


Es decir 


(1 , 0 , 0 ,...) 


ya que P € P => P1 = IP = P 

Ademas, el producto es distributive respecto de ia suma a izquierda y a derecha 

(P + Q) R = PR + QR 
R (P + Q) = RP + RQ 

En efecto, utilizando las deflniciones de multiplicacion, de adicion, propiedades de 
la sumatoria, y del anillo A se tiene 


[(P + Q) R] («) = Z (P + Q) (0 R(n — Q 

i= 0 


p(0 + Q(i‘)jR(ft 


If* *' _ C V ' V ‘ \ 

Rl/J I ) TUii'S 


* 3 


- 2 P (A R (n - 0 +ZQ (/) R (n - 0 « (PR) (n ) + (QR) («) = 

*=0 i -0 

= (PR + QR) (w) 

Las consideraciones anteriores nos permiten aflrmar que la tema (P , + , .) es un 
anillo con identidad, llamado anillo de los polinomios formales del anillo A. 

El polinomio ,0,0,...) recibe el nombre de indeterminada. Nos 

proponemos expresar a todo polinomio formal del anillo A, en tuncion de la 
indeterminada X y de los elementos de A. 
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Definimos primero la funcion 

/: A +P mediante f{a) ~ (a , 0,0 ,. . .) 

Esta definicion caracteriza un morfismo inyectivo de A en P, es decir, un 
monainorfismo. En consecuencia, f es un isomorfismo de A en /(A) CP, lo cual 
permite identificar a cada elemento a e A con su imagen f(a) e P. Desde este punto de 
vista. podemos decir que A es un subanillo de P. 

DeHnimos X° = (1 ,0,0 , ...) y X ftM = X h X 


Result a 


X 2 = XX — (0,0.1 ,0,0,...) 


Esto signifka que V m c N 0 se tiene 


X m : A -*P talque X m in) = < 


si n = m 


0 si ni= rn 


Entonces, teniendo en cuenta las defmiciones de adicion y de multiplicacion, Las 
suce iivas potencias de la indeterminada X y el isomorfismo indicado, todo poiinomio 


it/0i. t? |,, , . , . 0. 0... . } — 

* 0. 0,. ..} *+■ (0, j, 0. 0,.. „) + .,. + (0. a n , 0, 0,. .,) 

(£7q , 0, 0,. . d (1,0.0,.) +■ (s2|. 0, 0. , . .) (0, 1,0,0, . . ,) 4- 

+ (a z , 0, 0. . . . )(0, 0, 1.0, 0.. . .) + ... + (a ny 0. 0,. ..) (0,.. 


0 , 1 , 0 , 0 ,...) 




f a L X 1 + a, X 2 + . .. +a n X" = Z a x X 

i=0 


En lo sucesivo, en lugar de X° - {1 ,0,0,,.,) 
terminos del tipo OX” y IX” sera sustituido por X n 
Se tiene 


1 escribiremos 1, omitiremos los 


i=0 


tf f X 


1* = a„ X n +a n „ x X”" 1 + 


. . + a x X tfl 0 


Siendc a n el eoefkiente principal y a Q el termino independiente. 

El anillo de polinomios de A en la indeterminada X suele indicarse mediante el 
simbolo i* = A[X]. Los elementos de A [Xj se llaman polinomios en X con 
ooefieientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se 11aman 
consrantes. Si gP — «, entonces a n se llama coeflciente principal. Un poiinomio con el 
coeficiente principal igual a 1 se dice que es monico. 

De acuerdo con las defmiciones de las operaciones en A [X], se veritlcan las 
sicuientes proposiciones: 
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i ) El grado de todo poiinomio no nulo es igual ai grado de su opuesto. 

& (“ p ) = 8? 

ii ) El grado de la suma de dos polinomios no nulos es menor o igual que el 

mayor de los grades. 

g( P + Q)< max ,go) 

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que 
la suma de los grados. 

g (PQ) +gQ 

A bora bien, si A es un dominio de integridad, entonces A[X] tambten lo es, y se 

verifica que el grado del producto de dos polinomios no nulos es igual a la suma de los 
grades, o sea 

g (PQ) = g? + gQ 

Ejemplo 12-4. 

En Z 5 [X] se consideran los polinomios 

A = 3X 2 +TX+T B = 3 X 4 T y C=TX 3 +4X + 2 

Obtener el poiinomio AB — C. La mecanica de las operaciones entre polinomios en 
la indeterminada X con coeficientes en el anillo se realiza en la forma habitual 
aprendida en la escuela secundana, 

A: 3X 2 -MX +7 

B: _ 2X +T 

Tx 3 +2X 2 + 4X 

7x 2 +7 x + 2 
Ah: 7x 3 +'OX 2 +0X+7 

El inverse aditivo de C es — C = 4X 3 + TX 4* 3 
V resuita AB - C == OX 3 4- OX 2 + TX + 0 
Es decir, AB — C = X. 

12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO 

■» 

Como todo cuerpo L es un dominio de integridad, el anillo de polinomios de K, que 
denotamos con K [X], es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efecto, 
no todo poiinomio no nulo admite inverso multipiicativo. Demostramos a continua- 
cion que unicamente los polinomios de grado cero son inversibles. 

4 
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Teorema. Un polinomio de K [X] admite inverso multiplicative si y solo si es de grado 


cero. 


Demostracion) , , 

Sea P e K [X] un polinomio con inverso muitiplicativo. Entonces, existe Q e K |XJ 

tal que 

PQ ” QP — 1 * 

For ser K [X] un dominio de integridad, se tiene 


Y como las grades son enteros no negatives, resulta 

gP = gG = Q 

Reciprocamente, si gF = 0 entonces P“a o ^0. _ 

Y, como a.) es un elemento no nulo de K, admite inverso muitiplicativo £Z 0 . s 


eetr, existe 


12.4. DIVISIBIL1DAD EN EL DOMINIO K [Xj 


12,4.1, Division de polinomios 

Teorema. Dados dos polinomios A y B en K 
unices dos polinomios Q v R, que ven; scan 

i ) A - BQ + R 

ii )R = 0 v gR<gB 
Demostracion) 


ssendo B no nulo, existen y son 


m. Se present. si 1 


— jL ** 

V if* i. ^ 




II. gA - n > m ~gB 
Sean 


t a, X 1 

f=0 


s casos 


a « 

* a v* 1 


ISK COn 


s ae la 


f f * - 

B -= 2 h l X' 

i* 2 0 


Entonces a n =£ 0 y b m ^ 0 

A expensas de A v de B podemos generar un polinomio de grado menor que A o 
bien el polinomio nulo, restando de A el producto de B por un polinomio 

conveniente del tipo c p X p . 


b m 0 


DIVISION Di: POLINOMIOS 


JO- 


En electo, scan 


Qi = 


n—m 


y A 1 = A — Qi B 


Resulta A, - 0 v gA, < gA, pues el polinomio QiB es de grado n y su 

coeficiente principal es a ,,. . 

Si A ^0 y gA, >gB,el procedimientopuede reiterarse obtemendose A 2 tal 


que 


i,, i i liv t wS 4 ► e 

^r: } 


se defmen 


3? Ai * ‘dr*’’' £L 


V c A < 


\- 2 < g A % 




2 : c, X 1 

i-0 


COO t'r -r 


1 


t — m 


Ay 4-1 — Ay Qy + 1 B 

Los enteros no negatives gA, gA». gA 2) . . . forman una sucesion decreciente y 
en consecuencia se llega a la existencia de A h tal que 


A h =Q V gA h < rn 


Resulta 


— Ah — t Qh B — A h — 2 (Qh Qm — t) ® 

= A-(Qi + Q 2 4*... 4- Q h ) B 


* * « 


a v 


v t £ 1 T i i.C 


BU t K 


D , t *D | 
V 4V ,5 u I 


La demostracion de las unicidades de 0 y R proponen como ejercicio, 

Los polinomios Q y R, que verifiean e! teorema, se Raman el cociente y el resto 

de la division de A por B. 

Ejemplo 12-5. 

Obtener el cociente y el resto de las divisiones de los siguientes polinomios de 

R [X] 

i ) A - X 4 + X 2 4 1 B = X 2 + X 4- 1 






POMNOMIOS 

La operation se rcaliza en la forma habitual ordcnando ambos polinomios segun las 
potencias dccrccientcs de X v cornplctando el dividendo. 

X 4 4- X 2 +1 X 2 + X + 1 
X 4 + X 3 4- X 2 X 2 — X 4 1 

- X 3 + 1 

- X 3 - X 2 - X 

X 2 + X + 1 
X 2 4 X + 1 

0 





12.4.2. Caso particular 

Si el dividendo A es de grado n y el divisor es de grado 1, es decir B = 6jX4ft 0 , 

entonces, de acuerdo con el algoritmo de la division, el cociente Q es de grado n~~ 1 y 

el resto es el polinomio nulo o bien de grado cero, es decir, puede identificarse con una 

* 

constants en K, y se tiene 

gif* 

A = B . Q + r 

En el caso en que el divisor sea de primer grado y monico es posible obtener el« 
cociente y el resto. mediante el procedimiento conocido como Regia de Ruffini. 

Sean A = a n X n 4* a n ~\ X n 1 4-a n __ 2 X R 4-. . . -f^iX 4- <z 0 

v B = X 4 b 0 ~ X - a, siendo a = ~ b Q . 

Entonces, los coeficientes del cociente y el resto, que se obtienen utilizando el 
procedimicnto indicado en 12.44 son 
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tii — 1 &n 

c „-2 = «„-! + C /.-1 a 

c n -3 ~ a n-2 + <-’n- 2 a 

» n » * * 

Co = a x +Ci a 

y r — a 0 -4 c Q a . Estos resultados pueden iograrse con la siguiente disposition practica 

@n &n — 1 &n~ 2 4 * • 


a n 

dfi 

-- 1 

£7 


ac n 

. w J 

av n „ 

0 n - 

- t c n 

** 

c n ^ 


Ejempio 12-6. 

Mediante la regia de Ruffini, obtener el cociente y el resto de la division de 
A = — X 3 + 2 por B = X — 2 



Resuita 


Q — — X 2 


y r 


12.4.3. Relation de divisor en K (X] 


Por definition, el polinomio B es divisor de A si y solo si existe C tal que A — BC. 
Se dice tambien que A es multiple de B. Si B#0, entonces la definition anterior 
equivale a decir que el resto de la division de A por B es el polinomio nulo. 

Se verifican las siguientes propiedades 

I. Si un polinomio es divisor de otro, entonces es divisor de su produetc por 
cualquier polinomio. 

A[B =*A1BC 

II. Si un polinomio es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma. 

AjB A A|C => AiB 4- C 

III. Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinomio no aulo, 
entonces el cociente no van's, pero el resto queda multiplicado por dichc polinomio. 

Hipotesis) A I B C^O Tesis) AC I BC . 


Tesis) AC BC 


RC Q 






POLINOMiOS 


Demostracion) 
For hipotesis 


A = BQ + R y R “ 0 V gR<^B 


Multipiicandc la primera igualdad por C, utiiizando la distributividad, asociatividad 
y\ conmutativida4 en K. [X], se tiene 


AC = BQC + RC - (BC) Q + (RC) 


parte 


> * > j? t - V 


r gi 


* *'*■ 

: crts 
-*!# 


sr i be. 


Las proposicbnes (1) v ( 2) verifican la tests, 

Ejempio 12-7. 

Dados A — I X 3 + 2 X + 1 y B = 2 X ~ 4. obtener el cociente y el resto 
.&ilizando la regia de Ruffini. Teniendo en cuenta la propiedad III, podemos appear la 
regia dividiendo A y B por 2. es deck, multipiicandc a ambos por el poiinomio 1.2, a 
fin de que el divnor sea monieo. 


Entonces — A 


i v3 


X J + X + 


~ B = X - 2 


2 0 


4 8 


4 9 


37 


Resuita 


1 v2 


2 X 4 X + 9 y 


37 


es decir R = 37 


a 


ES 3 V l 


De acuerdo con 9.6.2., el subanillo I de K [X] es un ideal si y solo si 

* 

A e I a P e K [X] =* AP e I 

Ideales trivial^ del anillo K [X] son el mismo K[X] y el conjunto cuyo unico 
elemento se reduce ai poiinomio nulo. Este se llama ideal nulo de K. [X].* 

Teorema. Todo ideal de K [X] es principal. 

Demostracion) 
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Se trata de probar que todo ideal de K [X] esta generado por un unico poiinomio. 
Distinguimos dos casos 1 

i ) Si I es el ideal rmlo, entonces esta generado por el poiinomio nulo, y en 
consecuencia es principal. 

ii) Sea I un ideal no nulo de K [Xj. Entonces existe en I un poiinomio no 

nulo. Como los grades son enteros no negatives, de acuerdo con el principio de 
buena ordenacitm, I con tic ne a un poiinomio de grade minimo. Sea este B. Ahora 
bien, si A e I, por el algoritmo de la division, existen en K [X) dos polincmtosQ y 


'D ^ i f-*. 9TL ^ A**. .**!• .***% % fl 

rv„ uuiK'Ob'. idle* 4UC 


() -f 


Cx * * 


R - A - BQ 

$ 

Por definicion de ideal 

A £ I a B e i =* A € 1 a BQ 6 l =* A BQ € I ^ R € I 

Como B es de grade minimo en I, no puede ser gR <g*B, y en consecuencia R — 0. 
Es decir 

A = BQ 

Esto signiflca que I esta generado por el poiinomio B, de grado minimo, o, lo que es 
lo mismo, I es un ideal principal. 


12,6. FACTORJZACION EN K[X] 

12.6.1. Maximo comun divisor 

Scan A y B dos polinomios no simultaneamente nuios dei dominio de integndad 

principal K [X. j. 


9 s 


E* poiinomio D es un maximo comun divisor de A 
ambos y. ademas. multiplo de todo divisor comun. 


y B si y solo si es divisor de 


D esunm.c.d. de Ay B 


D IA a DIB 


D’|A a D’|B => DID 


Teorema. Todo maximo comun divisor de dos polinomios A y B es una combination 
fineal de los mismos con coeficientes en K [X]. 


i 

{ 







Dcmostraeion) 

Sea I el ideal de K [X] generado por los polinomios A y B. 

Es decir 

1 = <j^PA 4- QB / P € K [X] a Q 6 K [X]j 1 

Como to do ideal de K [X] es principal, I esti generado por un polinomio D de 
grado minimo, es decir, existen S y T en K [X] tales que 

D = SA 4- TB (1) 

Fur olid pane 

A = 1 . A 4- 0 . b a B = 0.A+l.B=>A€l a Bel 


0 sea. A y B son multiples de D, o lo que es lo mismo, D es un divisor comun de A 


v S. 

w* 

Sea ahora 


D’A a D’|B -> A = MD’ a B = ND 


Sustituyendo en (1) 

D = SMD’ + TND’ - (SM 4- TN) D’ 



DID 


En consecueneia, D = SA + TB es un maximo comun divisor de A y B. 


Propiedad. Si D y D’ son tnaximos comunes divisores de A y 8, entonces existe 

a e K tal que D = aD\ 

Demostracion) 

Por ser D’ un m.c.d. de A y B, se verifies 

D’lA a D’]B 

Y como D tambien lo es, se tiene 

D’[D 

Por defmicion de divisor existe R en K [X] tal que 

D = D’R - 

Por grado del producto 

gD = gD’ 4- gR 

Y como los grades son enteros no negativos, resulta 

gD>gD 7 (1) 


,. 
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Analogamente 


gW >gD 


( 2 ) 


De (1) y (2), por la antisimetrfa de la relacion de mayor o igual, es 

gD = gD' 

O sea, gR = 0. Esto nos permite identificar al polinomio R de grado 0, con una 
constante no nula a y de K. 

Luego 

D = aU 

Siendo todos los m.c.d. de A y B del mismo grado, convenimos en 11amar maximo 
comun divisor de A v B al unieo m.c.d. monico, y escribiremos m.c.d. (A , B). 

Ejemplo 12-8* 

* 

Determinamos ei m.c.d. de A y B en los siguientes casos 

i) A=5X 3 ' B = 4X a en Z 5 [X]. 

Resuita m.c.d. (A y B) — X 1 . 

ii) A=-2X 2 +2X 8=V3 X-V3 en R [X] 

Se tiene m.c.d. (A y B) = X — i. 


12.6.2. Determinacion del m.c.d. por divisiones sucesivas 


La propiedad demostrada en 9.14.2. es valida en K [X] y nos permite afirmar que el 
m.c.d. de los polinomios A y B es igual al m.c.d. entre B y ei resto de la division de A 
por B, siendo B & 0. 

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta 
aqui la forma analoga siguiente 


01 


Qn 


Qn 


Qn* 


n~- 1 


Ri 


R 2 


En consecuencia 

m.c.d. (A , B) = m.c.d. (B , R x ) = m.c.d. (Rj , R 2 ) = .. .= m.c.d. (R n _ i , R») 

= m.c.d. (R„ , 0) = R„ 

siendo R n el ultimo resto no nulo de las divisiones sucesivas. 
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Ejemplo 12~9. 

Determinar el m.c.d. de A = X s + X 3 - 2 X 2 + X - 1 y B = X 4 - 2 X + 1 
por divisiones sucesivas. f 

i; 
jj; 

sf 



12.6.3. Poiinomios eoprimos 

Sean Ay B dos poiinomios no simultaneamente nulos de K [X]. 

Definition 

Los poiinomios A y B de K [X ] son eoprimos si y solo si todo divisor eomun de 
A y B es in vers ibis. 

Equivalentemente, podemos decir que A y B son eoprimos si y solo si todo m.c.d. 
de A y B es de grado cero. Como el polinomio monico de grado cero es 1, se tiene 

A y B eoprimos <=> m.c.d. (A y B)= 1 
En conseeuencia, de acuerdo con el teorema 12.6.1results 





^ W W a f>s i 
•- <•» tuj? •* yr 'v »■* 






For el algoritmo de la division existen 

Q = X 2 4 2 X + 2 y R = 2 


tales que 

. X 3 + X = (X 2 4- 2 X + 2) (X - 1) + 2 
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Entonees 


O sea 


(X 3 + X) - (X 2 + 2 X + 2) (X - 1) = 2 


“ (X + X) 4 i 


1 


X 2 -X~ 1 }(X 


Es decir, hemes expresado ai polinomio i como combination lineal de A y B con 


, c* * . . p 

* 6 % E* E ^ f. 4 1 ITS e V 


X: .X - 1. de lo que se 


•> j'k. -.*.■** y-* . ft «. »• 

iij U uut fy V 


S V ? S 3 


c^onmos 

* 

12.6,4, Polinomio primo o irreducible 

Sabemos que los unicos poiinomios inversibles de K [X] son las constantes no nulas 
de K. Dado A — X + 1, ocurre que las unicas descdmposiciones de A en el producto de 
dos poiinomios P y Q son tales que P es inversihle o 0 es inversible. Es decir, no es 
posibie descomponer a A en el producto de dos poiinomios de grades positives. Se dice 
entonees que A es prime o irreducible en R [X]. 

Definition 

El polinomio no inversible A e K [X] es primo o irreducible si y solo si toda 
descomposicion A = PQ es tal que alguno de los factores es inversible. 

0 bien 

A es irreducible si y solo si no existen P y 0 tales que 

A = PQ con gP >0 a gQ> Q 

Ejemplo 12-1L 

i ) Todos los poiinomios de grado 1 son irreducibles en K [X], pues ningtm 
polinomio del tipo A = diX+a 0 con a { =£G puede descomponerse en el 
producto de dos poiinomios de grado mayor que cero. 


c. f. hr J v \ y 


do x 


A* 


tuo ae araa 


irreducible en I 


M-J /yjl 5 v > i .'I ■ ,* 


%/ 


X ■ J* ..if* j't &*■ 

■ V A* % n r 1 1 # f- p r: J. 


i' 

\ 


..'•5 \ ;"S ./>' 


."a a 


O ■•> s -5 S| 2* * 1 A V*. £* C* 4 

^ J*' 6 3 l ' “ r ^ njfP. 3 v - *■’) 


expresarse come- e 


producto de dos poiinomios reales de grado 1, 


* 

12.6.5. Propiedades. En el dominio principal K [X] se verifican las siguientes 
proposiciones, cuyas demostraciones son anaiogas a las desarrolladas en el Capiiulo 9: 

I. Si un polinomio primo es divisor de un producto, entonees es divisor de alguno de 
los factores. 

Pes primo A PjAB =>■ P|A v P|B 
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II. Si un polinomio es divisor de uri producto y es coprimo con uno de los factores, 
entonces es divisor del otro. 

P|AB a m.c.d. (Py A) = 1 pjB 

12.6.6. Teorema fundamental de la descomposicion factorial. Todo polinomio no nulo 
en K [X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios 
monicos irreducibles. Tal descomposicion es uniea, excepto el orden de los factores. ' 
Demostracion) 

Distinguimos dos casos: 

V 

1. Si A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [X], el teorema se 


• i 1 A ♦’i 'l* ^ s i a tf* 

^ > 9 ft %=• y iwii iw 11 i v ^ p v 


A — 5 


0 bien 


n 

A = Za 

j=0 


i=o a, 


IP Sea A de grade m, reducible en K [X]. Entonces exmen en K [X] dos polinomios 
Pi y ? 2 de grades positives, tales que 

A = P i P 2 (1) 

Supongamos que la descomposicion es valida para todo k < tn, es decir 




* P,, 

/= 1 


donde a\ v a 2 son constantes v los polinomios P\ 4 v Pt ; son monicos irreducibles 
Muitiplicando fas dos ultimas relaciones se tiene 


P 1 P 2 7T PiAf ff Pj/l 

V i-1 J j~ * ; 


Teniendo en cuenta ( l) resulta 


A = a 7 r p;; 

h * 1 

u 

siendo a una constante h ~ t + u y los polinomios monicos irreducibles. 0 sea, la 
descomposicion es valida para m, y en consecuencia lo es para todo n e N, de acuerdo 
con el segundo principio de induccion completa. 

Para probar la unicidad de la descomposicion factorial, suponemos que A admite 
dos descomposiciones 

A -a Pj P 2 . .. p r y A = h Q t Q 2 . . . Q H 


# • ♦ 
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. D F SCOMPO S 1C I ON FACTORIAL ’ 

Como ay b son el coeFiciente principal de A, se tiene a = b , Entonces 

‘ P,Pa --.Pr “Qi Q 2 ...Q, f2) 

Ahora bien 

PilA y Pi prime ^PiiQ,- para algun i por 12.6.5. I. 

Entonces, Q* = Rib, pero como Q* es irreducible debe ser R una constante, v 
ademas igual a 1, ya que ambos son polinomios monicos, En consecuencia, Pi = Q { -. 
Luego de dividir (2) por esta igualdad resulta 

P:P 3 ...P.- 7T Qj 

l 

Rerierando el proceso, de acuerdo con el segundo principio de induccion completa, 
los son iguales dos a dos a losQ,-, y la descomposicion es uniea. 

Efempio 12-12 . t 

Descomposicion factorial de los siguientes polinomios en R [Xj y en C [X]. 

i ) P = X 6 - X 5 + X 4 - X 3 = X 3 (X 3 - X 2 4- X - 1) = 

= X 3 [X 2 I) + IX- D] = X 3 (X 2 4 . 1MX- n 

Esta es la descomposicion de P en cinco factores monicos irreducibles en R [ X j, El 
exponents 3 del factor irreducible X es el mayor entero que satisface X 3 |P. Ademas, 
X 2 4- 1 es irreducible en R [X], pues b 2 — 4 ac = 0 — 4 < 0, 

En eambiQ. en C [X] la descomposicion factorial es 

P = X 3 <X + i)<X-Q(X-l) 

ii ) Q = X 4 + X 2 + 1 = X 4 + 2X 2 + 1 - X 2 = (X 2 4 \ ) 2 - X 2 = 

= {X 2 + X+ 1){X 2 — X 4* 1) 

que son irreducibles en R [X], pero no en C [X], pues 

.if 

xv+ x + 1 = x 2 + x + -L + T = 

' -t jf 



Analogamente 
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12.7. ESPECIALIZACION DE X Y RAICES DE FOLINOMIOS 


12.7.1. Especializacion de la indeterminada X 


Sean P € K [X] 
Definition 


aeK 


Especializacion de X por a* es e! elemento de K 


1'jj f -A. . *£ 

r la| 


_-u. n ft-"* 

r ?. 0 


P (at) = P si gP — I 
P(a)-Q si P — 0 


Ejemplo 12-13. 

Determinar las especializaciones de X en los siguientes eases 


p = 2 x 4 - X 2 + 1 


R fX 


Se tiene 


P (V2) = 2 (\/2) 4 - (V2) 2 +1=7 


ii ) a = 1 + / y P = zX + i en C [X] 


Result, 


m) a — _ y 


P(i + /)-/(! + i) + i = 2i 
P — 3 en Z s [X] 


Entonces 


P (2) = 3 


iv) De modo mas general, si P e K [X], la especializacion de X por a define una 

funcion de K [Xj en st misme. Si P - X 2 — L y a - X — 1, entonces 


P (a 


f ft, | ~~ S Y V-TT 
1 1.4 B •“““ a 
\ ‘ f 


•s - 

I f ” l 


:• V ** 


12.7,2. Raices de poltnomios 


Sean P 6 K [Xj 


aeK 


Definition 

ot € K es raiz de P si y solo si la especializacion de X por a es 0 
O sea 


a es raiz de P o P (a) - 0 


RAICES DE rOLINOMIOS 


f 


* 

Propiedad. ct es raiz de P si y solo si X 
1 . a es raiz de P => X — aJP 
Dividiendo P por X — a, se tiene 


— a es divisor de P. 


P = (X — a) Q + r 


Especializando X por a se tiene 


r como a es nux de 
sustimvendo en <1 ) 


P («) —■ (a a) Q (a) 4- ¥ — t 
P nor definicion results P (a) - 0 


(i) 


i X — a) U 


y v (1 vx/hJv.vuv*ivm 


. X — ajr => a es 


Por hipotesis 


iz de P 


X — aiP 


X a|P 


Por definicion de divisor, 3 Q tal que 


P = (X — a) 0 


Especializando X por 


3 P 2 *v. t 

i lui 


m# v; v'*/ v 


Es decir, a es raiz de P 


12.7.3. Teorema del resto, El resto de la division de P por X — a es P (a). 


Demos! racidrt) 

Of—*-* ^ > B II 

1 spqdldnpO ' 

lu*? I V * B «s* * * •-** 


tinf \ 

gw- 


uene 


p ^ 


Especializando X por at results 


O sea 


.1°. * * \ ■< 

- a. ) y *7-1 


P (a) - (a — a) Q (a) + r 


r — P (a) 


Una consecuencia inmediata del teorema del resto es la siguiente 

X-a|P ^ P(a) = 0 
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Ijemplo 12-14. 

i ) Determinar si P — X n — o n es divisible por X — a. 

Como r - P (a) = a n - a n = 0, rcsuita X - a IP, 

ii ) Obtener el resto de la division de P = 3 X 2 ~ 6 X 4* 1 por (3 X 4- 6) 

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen 


2 X + 


X + 2 


El resto de su division es 


r * - (— 2) 


ii — \ ~ ■ 


8 Hr 




De acuerdo con 12.4.3. III. 


O sea 


! 2.7.4. Raices distintas de P 6 K [Xj 

Si a|, os,. . .. a n son raices distintas de P e K [X], entonces 

rr {X Ofj) iP 

i 

I. La propiedad es valida para n = L pues 

IX (X — a t ) = X ~ oq |P ya que cti es raiz de P. 

i= 1 


II. Demostramos ahora 


7T (X-a,)iP =* V (X-«i)IP 

i— 1 i'~ l 


Per hipotesis y definicion de divisor 3 Q tal que 


P = Q & (X — a,) 

i~ 1 


ll) 


El resto de la division de Q por (X - a h±i ) es r - Q (a h+ ,). 
Especializando en (1) X por a h + x * 


P{a h + X ) = Q (a ;j + i ) ir (a h ^. l -d i ) = 0 

i=l 


awns****- 


RAICES MULTIPLES . , g , 

por ser a h + l ra \z de P. Como las raices son distintas 

Cp 

a h +! ~0 Vi = 1 ,...,h 

resulta 0 (a, I + 1 ) — 0 
O sea, r ~ 0 

Entonces, X— Q!/ 1 + i |Q => Q = S (X — a h+ j) (2) 

De (1) y (2) 

P = S(X —a h+ i) n (X-a,) 

i- I 

y por lo tanto 

V (X - a ; )iP 

f® J 

Consecuenda. Todo polinomio de grade n en K [X] tiene a lo sumo n raices distintas. 

Demostracion) * 

Sean ce j, a 2 , . . . , oc m todas las raices distintas de P Por ei teorema anterior se 
verifies 

if (X — a,)|P 

i- t 

Entonces 

P = Q n (X-a*) 

\ 

Luego 

n — g¥ ~ gQ + m > m 

Es decir 

m < n 

* 

12.8. RAICES MULTIPLES 

♦ 

Sea a raiz de P e K [X]. 

Definicion 

a tiene multipliddad p e N si y solo si P es multiplo de (X — aV 3 pero no lo es de 
(X-a) p+1 . 

* 

En este caso se dice que a es raiz multiple de orden p. 

0 sea 

ct es raiz multiple de ordenpeN <=> (X — a) p |P a (X — a/ 3 +1 \ P 




POLINOMIOS 




La definition dada pucde traducirse de la siguiente manera 

a es raiz multiple de orden p <=> P = (X — af Q a Q (a) i=- 0 
Las raices de multiplicidad 1 se Hainan simples. 

Por ejempio, 0 es raiz doble de P = X 2 ; 1 es rai'z triple de Q = X (X - 1 ) 3 y 0 es 
a/z simple. 


12.9 POUNOMIO DERIVADO Y RAICES MULTIPLES 



9 1 

i ,r es ^ 


La fin cion D : K | X 


1 C [XI 


kfinida por 


DiP) = Dff a ( X 1 


D iP) — 0 


i- 1 


ictiX 


i- 1 


si g?>0 


rcibe el nombre de operador derivado en K (X], y la imagen por D de rodo poiinomio 

fSe llama poiinomio derivado de P. 

El operador derivado satisface las reglas usuales de la derivation 

i ) (P + QV = P’ + Q’ 

ii ) (aP)’ = *P’ 

iii) (PQ)’=P’Q + PQ' 

(V) (P")' = ! p’ 


12.9.2. Propiedad. a e K es raiz multiple de orden m > 1 del poiinomio P si y solo si a 


»s raiz de P v de P\ 


1. Sea a raiz de P con multiplicidad m > 1. Emonees. por de tin i cion l-.b. es 


i * • •• a A ■ y A ; 


^ o 


/v A,\ m n 


i <x i * 


P’ = m (X 

* 

Especializandc X por a resulta 


\fft 1 


Q + (X - tk) m Q’ 


P’ (a) = 0 ya que m> 1 

* 

r n 

O sea, ol es raiz de P\ 

II. Sea a raiz de P y de P\ Hay que probar que a es raiz de P con multiplicidad 
mayor que 1. 
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Por hipotesis 


P (a) ~ 0 => X -ajP =* P = (X - a) Q 
p’ (a) = 0 => X — a|P' => P’ = (X — o) S 


Derivando (!) 


stituvendo en 


r- “V ? « g ?. „• ^ > % -.7 

■i r ; : t Vv ii V *»• -c 


De (l) y (3) resulta 


p’ = 0 + (X ft) 0 


rf/Y-MO' =rx—orVS 

.V 3 * »• - ' M ‘-' /• -v * — 1 * ~ 


t= {X - a) «S ™ O') - (X - Of) T 


P = (X — a) 2 T 


0 sea. a es raiz de P con multiplicidad m 




O) 

( 2 ) 


12.10. NUMERO DE RAICES DE POLINOMIOS 

Sea P e K [X] un poiinomio de grado n , y sean c*j, a 2 , . ■ ■ , <*ij todas sus raices 
distintas con multiplicidades m i, mj,... . , respectivamente. 

Teorema. La sums de las multiplicidades de las raices distintas de todo poiinomio de 


nrMi'ln n rr\f*T 


inr o istual cue n 

it 


2 m j <g? = n 

i- \ 


Lo demostramos por induccidn sobre k. 

I | Sea k - L es decir. que la unica raiz es on con multiplicidad m». Entonces. 


por 12.8. se tiene 


Tt a V 

W* b V 


.->f V 
.'. « ' *1 


iV /V , B f } 

» •' ••• C t* •: » 


Lueuo 


i= t 


m, — m i -g (X — a*) m 5 < m j ,gQ 


ii) Debemos probar que si la propiedad se cumple para k - h , entonces se 
veritica para k ~ h + 1, o sea 
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En efccto, siendo ttj , a 2 , .. 
m 2 .. se tiene 

h m; 

P = 7r (X — a,-) 

i~ 1 


, <x h nudes distintas de P con multiplicidades m x , 


Q y Q (a f ) =£ 0 para i = 1, 2, . . ., h 


Debe ser Q divisible por (X — ct h+x ) mk+l . Sean H y R el cociente y'el resto de la 
division, es decir 


Si R — 0. entonces 


Q = (X — a h+ i) mh + l H + R 


U * 1 m - 

P= it (X-tti) 1 H 

i* l 


\ en eonsecuencia 


& 1 h 1 

n — g-p = £ + gH > Z m; 

j — l i= I 


Si R 0. entonces 


„ h > ! m. 

P— 77 iX ~ CC;j 
1 


h ... . m, _ 

7i (X — a,-) 1 R 

? = i 


C omo 


(X-a h . ! f + ! iP 


(X-a*., A"Mr 5r (X-a,)'"' 

f= i 


v en eonsecuencia 


O sea 


Luego 


(X — &h+i) 




R — (X — a h +1) 


1 


h^l 


'Ll /V v/«f „ , #*+l , v v m; _ 

^ (X £3£j) (H + S) — 7T (X T 

t= 1 i= 1 


Entonces 


n =^P 


h +1 h+1 

Z > Z nil 

t= 1 i~ 1 


Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [X] tiene, a lo sumo, n raices. 


RAICHS DE POL!NON!IDS 4Q3 

En efeeto, si aj, a 2 , : . . , a k son todas las raices distintas de P con multiplicidades 
nil, m i> • * • » ni h , respectivamente,entonces el numero total de raices es 

h 

2 nii < n 
i- I 

Ejemplo 12-15. 

El polinomio P = X 4 - 4 X 3 + 5 X 2 — 4 X + 4 en R [X] admite la raiz 2. pues 
P (2) = 0. 

El polinomio derivado P’ = 4 X 3 ~ 12 X 2 + 10 X - 4 es tal que P‘ (2) = o, y en 
consecuencia 2 es, al menos, ratz doble de P. 

l r-, 4... — r*., . . . . « ? _ "i t t“\ * 

.'ipitcduuv LCitUidualiitiiie id icgia Cie Ktiiimi 



Results 

P = (X - 2) 2 (X 2 + 1) 

Es decir P admite en R [X] la unica raiz doble 2, y la forma propuesta es la 
descamposicion factorial de P en R, 


12.11. RAICES DE POUNOMIOS REALES 

Sea P € R [X], de grado*??. 

<T 

12.11.1. Teorema de Gauss. Si el polinomio real P, de grado n, con coeficientes 
enteros, admite una raiz racional — (siendo p y q coprimos), entonces p es divisor 

Cf 

del termino independiente y q lo es del coeficiente principal. 

4- 

rt i 

Hipotesis) P - Z a x X es tal que a t e Z y a n # 0 

i=0 


€ Q es ratz de P 


m.c.d. (p , q) 


Tesis) p\a Q a q\a n 




J i ‘4 
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Demo st radon) 

Como — e Q es rafz de P, se verifica 
Q 


O sea 


“ 0 


/ P V 


L ~~ 

i* o W/ 


~ A 


C « V 'A 


w u 


a-j ■* i> 


« - £ 


if fc «... fk 

l I •»£*■ 


a Q q n +f)\ I a f p ! 

xi= 1 


^0 Q 


1 „» - ) 


l a, p- ' q i =» 


a 0 q n $ con s e 


(!) 




Distinguimos dos casos 

i ) j 0 = 0 y el teorema se cumple con p = 0 y q = 1 
ii) £Z 0 ^ 0 

Entonces p ^ 0, pues si fuera p = 0, como q =£ CL por (1) seria 0 O 
supuesto. 

En este caso, de (1 h results 

pl*o ? n 

y como p y q son coprimos, se tiene pko P or 9*8 ii) 

Por otra parte 


= 0, contra lo 


« 


r* 4 


*1 F 


1- I 
V 


a, p' 


+ a n p" 


£ 

V 

w 


i 


.im * 'J.'Sr ^ 


a „ p n - q . t con t e Z =» 
=* p” => q\a n 


Ejemplo 12-16, 

Determinar, si existen, las raices racionales de 
* 

P = 8X 3 + 10 X 2 — It X + 2 


LO* 


RAICtS DE POLINOMIOS 


Si existen raices racionales — , debe ser 

Q 

Los divisores de 2 son: 1, ~1> 2 y 

Los divisores de 8 son: 1, 2, -2, 4, 

De los 10 numeros racionales, — 

consecuencia la descomposicion factorial es 

* 

P = 8 (X + 2)1 X 


p\2 a ^|8 


—4, 8 


v y 


•H. A 

/ 


son las raices de 


P> y en 


i f X 


* A » » ® 




polinomios 


Sea P € R |X) un polinormo de grade n 

Teorema. Si un polinomio real admite una raiz compieja. entonces admite a su 
conjugada. 

n * 

Hipdtesis) P= Z X* es tal que a.eR y :eC es raiz 

<- 0 

Tesis) 1 es raiz de P 

Dexnostracidn) 

Debemos probar que 

P (z) = 0 


Por hipotesis 


1’ ID = 

4 

n 

V /t *+ * < 


n 

2 a,z‘ 

i= O 


^ ■ tjnw 

T T 

m ii t w 


por conjugado de 


i=0 


por conjugado del 
producto. 


Z ^(^)' = 0 

i-O 

4 . 

P (z) = 0 


por conjugado de una 
potencia y por ser a t e R 


z es raiz de P 



4 
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Yota: 

Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio real de grado 
impar admite una raiz real. 


12.11.3. Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio real de grado positivo 
admite una raiz en C. 

La demostracion de este teorema exige recursos no algebraicos y la omitimos. 


12.11,4, Deseomposicion factorial de polinomios reales 

Sea P e R ! X L de grade n > 0. 


Teorema. Si P es up. polinomio real de grado n > 1 , entonces existen n cornplejos ot ;, 

tales que 


P = 5r (X-aA 


i- i 


i ) Si g P = n — 1, entonces 


P = iZ] X + 


a 0 \ 

I X + -- ) puesaj^O 

v Q\ J 


Luego 


P = jj 7r (X — &jj donde a, 

i- I 


#0 


ii) Suponemos que la propiedad se verifica paragp = h <n. 

Sea P de grado h + 1 y a h+l raiz de P, la cual existe por el teorema 
fundamental. 

Entonces 


P = (X - cih+i) Q 


siendogQ = h. 

Por la hipotesis inductiva se tiene 


0 =fl h+ i & (X 

i-i 


a,) 


Y sustituyendo en (1) 


n h + 1 . 

77 (X ttj) 
i=l 


0) 
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Ejemplo 12-17. 

Efectuarla deseomposicion factorial del polinomio 


.L Y 3 

/Y 


4 X : + 2 X - 1 


enC [X], 


— (X 3 — 3 X 2 + 4 X — 2) 


Como o, as 1 ps raiV dp 


Q = X 3 - 3 X : + 4 X 


entonces (X — 1) es divisor de Q. 

Efectuando la division por la regia de Ruffini 



el cociente es 


S = X 2 -2X4-2 


y sus raices son 


<*2,3 = 1 ± i 


Luego 


y (X-1)(X 


0(X - 14-0 


I2J2. RELACIGNES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES 


Sea P = £ ai Xi (1) 

i~0 

rial es, en consecuencia 


un polinomio de grado n en C [X]. Su deseomposicion facto- 


P = a n Sr (X — a,-) 
1= 1 


Es decir 


= (X ~ ) (X - a 2 ),.. (X - a n ) 


donde a,- con / = l f 2, . . . , n son todas sus raices complejas, simples o multiples 
Efectuando el producto de los polinomios monicos irreducibles, se tiene 
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p = tl n [X" “ (0f| + ot 2 + . . . 4* a n ) X" 1 4* - 

* 

4* (oq ol 2 4- Oil a 3 + .. . + & n ~i <*„)X n ~ 2 — 

~~ (ai a 2 a 3 4- a r a 2 a 4 4 ... 4- a n _ 2 cc n _ j a„) X n ~ 3 4-... 
+ ( -!)” 0£i &2 • * .o«] (2) 


De (1) y (2) result a 


— a n (oq 4- a 2 4*... 4“ a n ) = $ 


e'\ .* .i »•> yti 

u n [vl i vi2 ■ 


/V 


a -'T 

I 


A* 


/7 

*■ •> 


^ •«** --K_- *», 

u-i U3 t U; si;2 u 3 




4TV «* * 


w — i 


tf 


U« w "4 


• « >• ' j 1 ; •• » f . fi .>• .« », <s © ♦ ^ <9 * ■* « ® ^ * 

(- If a n a 1 a 2 . . . a„ = a 0 


Entonces 


a 1 + &2 4-.. * 4- CL n 


a n~ i 





&! a 2 + a, a 3 + . .. +a„_, <*„ = -- 

u rt 

&n — 3 

a 2 a 3 4-. . . +a fI _ 2 <* n _i a n =--- 

a n 


Ot | C ^2 ^3 



.r*f 

“rt 


0 sea 




*<i<fe 






* .* * a <1 » a fc. « • 

n a, = (- If 

1= i 



•* 


Expresando 

P = a n X n +a„_, X”- 1 +...+a 1 X + a 0 

A 

las relaciones anteriores se traducen en 




f 



i ) La suma de las raices es igual al segundo coefieiente cambiado de signo, 
dividido por el coefieiente principal. 

ii) La suma de los productos binarios de las raices es igual al tercer coefieiente 
dividido por el coefieiente principal. 

Las mismas reglas valen para las sumas de productos ternarios, cuaternarios, 
etcetera, con signos — 0 4-, altemativamente. 

El producto de las n raices es igual al termino independiente dividido por el 
coefieiente principal, con signo 4 o —, segun que n sea par o impar, respectivamente. 


Ejempio 12- IS. 


s^etei j.{ 


.momio monico ae graao 5 ex 


a 


1*1 


ces son 


U-3 


Hay que obtener a 2 , a x y a 0 tales que 


C omo 


P = X 3 +a 2 X 2 +a u X+a 0 


a, + a 2 - 1 - a 3 


a^ 


a 


a 


Qi 

aq aq 4- aq a 3 4- a 2 a 3 = 1 = - = <*i 

fl 3 


a, a, a, = - 2 = — 


a 0 




~ — Qq 


Se tierse 


Luego 



9 



1 


P = X 3 - 2 X 2 - X + 2 


4 


t 





METODO DE HORNER 


Sea P ~ Z di X* en K [Xj un polmomio de grado positive. 

i^O 

Pensando P come una. funcion de K en K respecto de la espeeializaeion de X, si 
efectuamos una traslacion definida por a € K, al referir a P respecto del nuevo origen, 
la indeterminad3 Y esta vinculada con X mediante X = Y 4- a 


% 

j 




POLINOMIOS 


e 


O sea Y = X — a 
Entonces se tiene 


P = 2 bt<X-ay 


donde P queda expresado en potencias de X 
determinados a continuacion. 


a ” Y, v cuvos eoeficientes b t seran 


12,13.1. Formula de Taylor 


A partir del polinotrio P = 2 b t (X - a )” (i) de grade n > 0, determinamos las n 

i=o 

ienvadas sucesivas: 


Eib^X-af 1 
t i (i - 1) (X - a) 

i=2 


a -1) a 


J A * 


I*" 3 






«>»*«■* ■ • * « * * » * « **!• + »» • » + 


P< nl >= i i O' — 1) (/- 2) ... [f - (« - 2)1 (X - > 

* = «-1 

P<"> = | *(/ — l) (/ - 2) ... [( - in - 1)] (X - a) 1 '" 

i=n 

Especializando X por a m P y en las n derivadas, se tiene 

P te) = b 0 

- P’ (a)= 1.6, = 1! 6 , 

P” [a) = 2 . i . 6 2 = 2! 6 2 
P’» = 3.2. 1 .63 =3! 63 


P^>(<2) = «! b n 
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Entonces 


bo = P (a) 


P’W 


*2 = -Jf P” W 


nfn) /_\ 
i \u > 


Y sustituyendo en (1) results la formula de Taylor 

n #p (0 //A 

P = P (a) + 2 • (X ~ a) 1 

i-i 

Si convenimos en llamar a P (a), la derivada de orden 0 de P en a, podemos escribir 


PW 


p (o) 


Ol 


Y la formula anterior se expresa asi 


p — T (x 

*=o l - 


12.13.2. M6todo de Homer 

Para obtener los eoeficientes hi de la formula (1) efectuamos las n 4-1 divisiones 
sucesivas siguientes, hasta obtener un cociente nulo 


X-a 

Qn-l 

6 , 


X — a 

qZT 


X-a 

Q«-3 


n-2 


X~a 
Q 1 

bn-X 


X-a 

Qo 

b n - 


X-a 


donde gQi = i , Vr = 0,1,. .., 


«i ~~ 1 
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For el algoritmo de la division se tiene 


b Q + (X - a ) Q n „j — + (X — a)\hi +■ (X — a) Q n .2 

b 0 +b; (X - a) + (X - a) 2 Q n . 2 - 

bo + *1 (X - a) + b 2 (X - af + (X - a) 3 Q„_ 3 = 

... = +5, (X - a) + bo (X - aY + ... + b n (X 


cuvos eoeiiCiemes son os suce? 


icesivos re 


e ias 


A f-4 _• 4 i-* 


ziempto u~i9. 


nes ■sueesivas 


Expresar el polinomio P = X 3 - 3 X 2 + 2 X + 1 sn potencias de X + I utilizando 
los me tod os anteriores. 

i ) Formula de Taylor. Obtenemos los polinomios derivados 


’ =3X 2 - 6 X + 2 


6 X - 6 


p”* = 6 


Espedalizamos X por 


L ue so 


P( 


1 JL 


v i 


P’(- 1) = 3 + 6 + 2= 11 
P”(~ i)= _6 -6 = - 12 

P”’(- 1) = 6 


F = 


(X + IV 


5+ 11 (X + 1) 


(x +1 r + -~r (x + i) 


5 + 11 (X + 1) — 6 (X + l) 2 + (X + 1) 


ii ) Metodo de Horner. Efectuamos las divisiones indicadas en 12.13.2. mediante 
la regia de Ruffini 






t 


trabajo PRACTICO XII 


? ^ ^ f t f ^ ** /Tf f> v r en R de modo que 

a L/v LC i i * ** * i*** v J ~ z 


\ ) 9 X 3 -" lfe x + 4 * a (X - t)(X - 2) + bX <X - 2) + fX «X - 1) 
ii )X + 2= a(X 2 + X + 1) + i*X + c)(X - 1) 

/ 2-21- Dados en Z„ [XJ Jos polinomios 

P =“x 4 + X 3 +4X +3" 

Q = 3 X 3 +5X3-1 

Determinar 

i ) 2 P — Q 
11 ) PQ 

iii) P 2 + Q _ 

iv) el grado de XP + 2 Q 

,2.22. Obtener ei numero de polinomios en Z [X! de grado menor que 4 con 
coeficientes a t tales que \a t - \\< 3 

U-23. Determinar si existen polinomios A £ R [X] de grado positive, tales que 

A 2 — A - 0. 

12-24. Obtener el cociente y ei resto de la division de A por B, pertenecientes a Q [X], 
en los siguientes casos: 

1)A —X B=-X-l 


ii ) A = X 4 -X 3 +2 
iii) A = 2 X 3 - 1 


B=4X 


B = - X 4 + 2 X 
B = X 3 - X 


12-25. Dados A = X 3 + 2 m X + /n y B = X 3 + »7 X — 1 en R [X|, determinar m 
para que A sea divisible -por B. 

12-26. Mediante la regia de Ruffini, determinar el cociente y el resto de la division de 
A por B en„cada uno de los siguientes casos 

j ) A = ~ a X 3 + tf 3 X — 1 B = X — a 

» _Tv 4 + X 2 +4X + 2 " rYI 


ii) A = "3 X 4 + X 2 + 4X + 2 


B = X + 2 en Z s |X) 
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iii) A = / X 4 - 2 X 3 + i B = X + / en C [X] 

iv) A = 3X 3 -6X+ 1 B = 3 X —9 

12-27. Determinar el m.c.d. de los pares de polinomios que se indican 

j ) A = X 4 + X 3 — X 3 + X — 2 y B = X 4 + X 3 — 3 X 2 — X + 2 

ii ) A = X 4 — 16 y B = X 3 +4 

iii) A = X 11 — 1 y B = X 33 — 1 

iv) A=X 3 +2X 3 -X-2 y B = X 4 + 2 X 3 — 3 

12-28. Sean P y 0 en K [X] y a e K. Demostrar que P . Q (a) — P (a). Q es multiplo de 

.A — «. 

12-29. Realizar ia descomposicion factorial de P = X 3 + 4 X' — 4 X — 16 en Q [X], 

* R [X] y C [XJ. 

12-30. Verificar que P * X 4 - 5 X 2 +6 carece de'raices racionaies. 

12-31. Obtener to das las raices de P = X 4 — 10 X + 1 

12-32. El polinomio P = X 3 H" 2 X 2 — 4 X 8 admite una raiz doble. Obtener la 

descomposicion factorial en Q [X]. 

12-33. Expresar en la forma X 4 + £ a, X 1 el polinomio P = it (X — a t ) tal que 

i~ 3 l= 1 

a, e R para i — 1,2, 3, 4 

12-34. Determinar el polinomio monico de grado 4, cuyas raices son — 2, - 1, 1 y 2. 
12-35. Investigar si los siguientes polinomios son irreducibles en Q [X] y en R [X] 

i ) A = X 3 —3 

ii ) B = 5 X 2 +4 
iii) C = X 6 — 1 

12-36. Demostrar que P = £ ^ X 1 es irreducible en R[X] si y solo si 

i *® 0 

A — CL. 4 flo a 7 

I * 

12-37. Proponer un polinomio irreducible en Q [X] del tipo aX? + b X + c, tal que 
b 2 —4ac>Q. 

12-38. Determinar en Z 5 IX] un polinomio P de grado. 2, tal que . 

P (T) = 3 , P (3) = 0 y P(2)=l. 

12-39. Sea B#0 en K[X]. En IX] se define la reladon de congruence modulo B 
mediante 

A ** A ^ BjA A 

Demostrar que tal relacion es de equivalence y determinar las clases de 
equivalence. 
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* 

12-40. Demostrar que la congruencia modulo B =£ 0 en K [X] es compatible con la 
suma y el producto. 

1241. Sean A y B en K [X]. Demostrar que 

I={SA + TB/S y T e K [X] } 

es un ideal de K [X]. 

1242. Demostrar que la interseccion de toda familia de ideales de K[X] es un ideaL 

1243 . Demostrar que el Meal generado por Ai v A 2 en K [X] es igual a la interseccion 


de tod os los ide 


a A a. ■? *k 

, V 


1244 . Determinar todas las raices de las siguientes ecuaciones 

i ) X J + !6 i = 0 


ii) X J + X J + X + 1 = 0 

iii) i X 3 + 1 = 0 

12-45. Dado P - 8 m X 2 + 7 (m — 1) X + I con m =* 0, determinar m en ios siguientes 
casos 

? ) Las raices son onuestas. 

ii) Las raices son reciprocas. 

+ * 

iii) Las raices son reales e iguales. 'C ~ 

1246. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) X 3 *4* 2 X 2 + 3 X + 2 = 0 siendo ct t 4- a 2 — G£ 3 = 0 

ii) 2 X 3 — X 2 — 5 X ~ 2 - 0 siendo a x a 2 + 1 = 0 


i ) X 3 4* 2 X 2 4 3X4-2 = 0 siendo a t + a 2 — a 3 = 0 

ii ) 2 X 3 — X 2 — 5 X ~ 2 = 0 siendo a x a 2 + 1 = 0 

1247. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) ab X - bX(a + b + X) = aX(a + b + X)+ab(a + b+ X) 

ii) X 8 + 2 X 4 4- 1 = 0 


1248. Dada la ecuaeion X 


7X + m= 0. determinar m para que 


nAtj»rminn«- !-> eitm'. -I* irtC C?* 3 lj*S 1*31CCS Q* 3, III ^^UaClOH 

(LfT. £ 3 f g* H ^ IT ,_X ^ A S V..jL .c & t-.-f < 3 . * A M '•h. <* 0 *** W» 'W' •*** w »»- ^ 


1240. Dado P ~ X 3 — 3 X 2 + 2 X en R [XJ, determinar el polinomio cuyas raices 
exceden en 3 a las anteriores. 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 

♦ 

TRABAJO PRACT1CO I 

1-17. • Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las 
respuestas que no ilguran en los libros. 

* Aceptan las respuestas que no figuran en los libros o imponen un cumuio de 
normas estupidas. 

* Si mis maestros hacen que todas las lecciones scan aburridas y no aceptan las 
respuestas que no figuran en los libros, entonces imponen un cumuio d« 

normas estupidas. 

FIB, La proposicion compuesta es la conjuncion de 8 proposiciones simples: 

Pi a p 2 A ... a p 8 

donde p j: “la chatura de eiertas disciplinas escolares se trasmite a los maestros”, 
etcetera. 

1-19, Adoptando la combinacion de valores de verdad que figura en el texto, los 

, renglones para las tablas propuestas son: 

i ) VF VVVVVV ii) V V V V 

1-20. • Mis maestros hacen que algunas lecciones no sean aburridas. 

• Aceptan las respuestas que no figuran en los libros. 

• No imponen un cumuio de norm as estupidas, 

1-21. i ) ~ p a q. Su negacion equivale a p v ~ q, y la retraduccion es: “es justa » 
no mantiene el qfden”. 

ii) p a q p v ~ q\ “los alumnos no conocen a los simuladores o no los 
desprecian”. 

iii) p =>q;p a ~’ios alumnos conocen a los simuladores y no los 
despreeian”. 

1-22. i ) si. ii) si. iii) no. iv) si. 

1-23. i ) P A q. ii)~p A (q V -<?). 

1-24. F. 

1-25. i ) si; V. ii)si;F iii) si'; V.- iv) no. 

1-26. i ) V. ii) V. iii) F. 


i 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 


1*27. i ) Vx : - P (x) A Q (. x ) ii ) 3 x/P (x) A - q (*). Hf) 3 x /y>, : xy -& q 

& 

1*28. Utilizar % ley del siiogismo hipotetico. 

1*29, i ) V x eR : x 2 > 2; 3 x € R/x 2 < 2; existe algun numero real euyo cuadrado es 
meno o igual que 2. 

ii ) 3 x eZ/x 3 + 1 = (x + l) 3 ; Vx e Z: x 3 + 1 # (x 4- l) 3 ; todo numero entero 
es tal \ue su cubo aumentado en uno, es distinto del cubo del siguiente. 

iii) Vx . f (x) =* Q (x) ; 3 x/P (x) A ^ Q (x); exist en personas que estudian y 
no trimfan. 

1-jQ. Utilizand) leyes logieas, se Ilega a la proposicion equivalente p v ^ q cuvo 


Cireuno es 



1*3L\ ) [(p a q) v a v {7] a p 

ii ) Utilizaido una ley de De Morgan y el hecho de que la disyuncion entre una 
propoaeion y su negacion es una tautologia, se llega a p a q, cuyo circuito 



1-32. Vx e Z : xes impar => x 2 es impar. 

Contrarreuproco: si el cuadrado de un entero es par, entonces dicho entero es 


es par* entonces su cuadrado es par 

*ado de !JH entero es imnar enforsre^ diHirs 

I J * — -Mr — * IM» v 'A' ■■■M «■■■ «« T *>T A! ^ X I ^ 4 £'"T* ii r - T '• ^ 

teorema contrarreei proeo, considercrx = x 2 — x <x — 1 k 


Contrario Si un entero 


Reciprocc: Si el cuatdi 
impar, Paia demostrar el 


/-ii. Suponer qie a es par o que b es par; se Hega a que ab es par. 

l m 34 De las dos primeras results p v r; considerando esta y la tereera proposicion, 
por ser ambas */erdaderas, results la verdad de p . 

/-i5. De la verdid de las dos primeras se infiere la verdad de r, y por la ley del modus 
ponens, reiulta la verdad de s. . 

1-36. La forma simbolica del razonamiento es 


t 
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~ p =► r a s 
~~ r a s 

P 

La validez se justifica teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicacion y 
la disyuncion entre la negacion del antecedente, y el consecuente. 
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TRABAJO PRACTICO II 


> / 4^ 


j* s = ((1,1,1),(1,1,0) , 0 , 0 , 1 ) ,(0,1,1) ,(1,0,0) ,(0,i,0) ,(0,0i) ,(0,0,0) f 


2 - 35 . Si ={(.1,1,1) ,(1,1,0) ,(1,0,1) ,(0,1,1)} 

51 =Si 

S 3 =(( 1,1,1), (0,0,0)} 

V 

M6. Sj = {(0,1,0) ,(1,0,0) ,(0,01),(0,0 0)} 

5 2 — S3 ={( 1 , 1 , 0 ) ,( 1 , 0 , 1 ) ,( 0 , 1 , 1 ); 

S, ns 3 = {(1,1,1)} 

(Sj U S 3 ) O Sj = Si 

2 . 37 . a=(- 3 , -2,-1,0,1,2,3} y B = 

A n B = B , A U B = A , A - B = {-■ 3 ,3 


- 2 ,- 1 , 0 , 1 , 2 / 
,B-A = d> ,AAB = 


2-38. A =- x 


y B 


’ 2 


son dos intervalos cerradcs reales. 


w 

A n B = B ; A U B = A , B c = R - B = ( 

» 




2 1 


2-39. A = {— 1 ,l}yB = [— !»l]- 

A n B = A , (AU B) c = B c = R-B ={* eR/M > 1 


= (-00,-1 MI, 00 ) 


2-40. AUB=(“6,-3,“'2 ) - 1,0, 1,2,3,6 J 

A n B ={— 3 , — 2, — 1, 1 , 2 , 3} , A — B = {o} , B — A = {— 6 , 6 }, 

AAB={—6, 0,6} 

2 - 41 . 4 >. {(0 ,'0)} , {( 1 > 0)} , A 

2-42. A 2 = { (a,a) , (a.b ), (b.a) , ( 6 , 6 )} , los elementos de P (A 2 ) son: <t >,{(*,«)} 
. {(a, 6 )} , {( 6 ,a)} , {( 6 . 6 )} , {(a,a), (a, 6 )} , {(a,a), ( 6 ,a)} , 


{(a.a) ,( 6 , 6 )} , {(«, 6 ) , ( 6 ,a)} , {(a, 6 ) ,( 6 . 6 )} , {(M ,( 6 , 6 )} 


1 ( 


42.3 


,£,r % *' •• ■■■■•. • ---- --- , 


TRABAJO PRACTICO U 

{(«,«) , (b,a) , (b,b)} , A 2 . 

2-43. i ) * € A H B x € A A x e B =» x e A. Luego, A n B c A. 

Usar el mismo procedimiento para demostrar A C A U B. 

2-44. Considerar x e A, utilizar la hipotesis y la definicion de interseccion. 

2-45. Sea jeeAUB => x € A v xeB^xeC V xeC=**eC. 

2 - 46 . £n el texto esta demostrado: 0 C A, y como por hipotesis A C 0 , results A = 0, 
por definicion de igualdad. 

2-47. Considerar A — (A O B). tener en cuenia que la diferencia entre dos conjuntos es 
ieual a la interseccion del primero con el complementario del segundo, utilizar 
una ley de De Morgan y la distributividad de la interseccion respecto de la union, 
para obtener A - B. El mismo procedimiento se sigue para probar (A U B) 

- B = A - B. 

2-48. Se aplica el mismo metodo que en el ejercicio anterior. 

2 -49. (An B)~C = (A PiB)OC c = AnBOC^nC* = (AHC c )^(BH C c ) = 

~ (A — C) P (B —* C). 

2 - 50 . ( A - B)- C = (A nB c )nc c = A n (B c n C c ) = A n (B U C) c = A -(B UC). 

2-51. A — (B — C) = A n (B n C c ) c = A n (B c UC) = (AOB c ) U (A n C) — 

= (A - B) U (A n C). 

2-52. Expresando en terminos de intersecciones ambos miembros de la inclusion, hav 
que demostrar 

aob' nc e cAn(B fl uc) 

SeaxeAnB c nC c =»xeA a xeB c =»xeA a xeB c UC =»xeAH(B c UC) 

2-53. A U(B -C) = AU (B n C e ) = (A U B)n(A U C c ) = 

= (AUB) 0 (Cn A c f - (A U B) — (C - Ay- 

2-54. (A Cl B) U (A O B e ) = A n (B U B c ) = A n U = A. 

2-55. Como (A - B) U B = (A n B c ) U B = (AU B) O (B c U B) = (A U B)OU = 

= AU B, hay que probar B C A *> A U B = A, lo que esta realizado en el 

texto. 

2-56. Esta demostrado en el ejercicio anterior. 

2-57. AAB = 0 ♦(A-B)U(B-A) = « • A-B = <f> a B-A = # 

AC B a BC A A = B 

>2-58.h±<t> a B^ 0 ^ 3 xeA a 3 y € B ♦ 3 (x.y) e A X B «*• A X B * <t>. 
Luego A X B = 0 ^ A = 0 v B = 0. 
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2-59. i ) (x K y)e A X C ^ x e A ryeC^>xeB a jeD =» (x,v) e B X D 

ii ) Sean x e A a ye C => (x,/) e A X C => (x j>) e B X D =» 

=> x e B a ye D. 

2-69. (x,j>) e(AOB)X C =» x e A a xeB a v eC => (x e A a jeC) a 
a (x 6 3 a ye C) =>(x,y)eAXC a fe;)eBXC => 

(x,y) e (A X C) n (B X C). 


2-61, (x,y) e(k— B) X C o x e A a x0B a >* e C o (x e A 
a (x £ 3 v v 0 C) ^ (x, v) e A X C a (x.y) 0 B X € o 
o (x, y) e (A X C) ■*- (B X C). 


v e C) a 




X € A U L =* X € 




ii) Seguir ei mismo procedimienio 


2-63. i ) x e A x e B a x e C =* x e B n C 
ii) x e A =► x e B n C => x eB a xeC 

2-64. Se sigue ri esquema del ejercicio anterior. 

2-65. x e A ^ x e A a x 0 B x e C a x £ B x e C 


2-66. i ) x € l c <*• x e U c a 

ii) U = (U c ) c = 0 C 

iii) A H A c = A - A = 0 

iv) A U A c = (A c H A) c 


x e U x e U c nu o x e<p 


= 0 c = u 


2-67. xeB ** x 0 A o x e A c 

2-63. i ) A-(A - B) = A H(A D fif = A H(A C U B) = 

~ (A n A c ) U (A n B) * 0 U (A HB) = A n 8 . 

ii) A U (B ” A) - AU (B H A c ) = (A U B) O (A U A c ) = (A U B) O U 


= AUB. 


2-69. i ) x e A c =* x 0 A ^ x e B 

ii)Se sate que AUBCU. Ademas 

x e U => x e A v x e A c *» x e A v x e B 


* r' 1 


\ w £ A / 

* + % c .nt * 


x € B => x € 8' 


x e A U B 


f B => X € 0 


0 V 




A ini. 


c (A U BU C) = c (A) + c (B UC)-c [A n (B U C)J * 

= c (A) + c (B) + c (C) “ c (B H €) - c {(A O B) U (A O C)] - 
C (A) + C (B) +c(C)-c(BnC)“c(AnB)“ c (A n C) + c (A n B nc). 


2-72. a) 0 e A => 0 c eA 
b) A, eA =» Af e 


UeA 


A^ e A =» U A? e A 

iel 


UA) eA 

ie I / 


H A f e A. 

iel 


* 
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2-7J. i )AeAOB Ae.A a AeB => A c e A a A c eB => A c e^l n/f. 

ii) A ; eyl =» AjC/l a A,e5 => U A,e/1 a UA,e5=> 

=» U Aj £4 HR ieI ,EI 

iel 


iii) 0 € A a <P 6 B ^ <p e A n B. 



■f 






nco hi 


l 

5 I } { 

X 

B 


72 

4-1-h* 1-i 

1 2 3 4 5 

I) • (3,2)} 

, (4.16)} S = {(4,2) , (16,8) . (6.3)j 1 

, 8 )) 

Ifi = {l > 4 ,16} 

I _"2 




3-22. R es reflex iva, si 

3-23. a) Refkxividad. 
(x.y) e R 2 => 

b) Simetn'a. 
(x,y)~(x’,y' 

c) Transitividad. 

(x 

=*• (x,v)~(j 

d) K^ 0i6 ) = {(x 

0 ^ = {*H0, 

3-24. i ) R = {(1,2) 

ii) 
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m 


b) Simetm. 

(afi) ~ ia\b’) => a 4- b’ — b 4 a* a’ 4 b — b’ 4 a (a\b*)~ (a 9 b) 

c) Transitindad. 

(a,b) ~ a ~ (a=> a 4 b’ = & 4- a a*±b” = 

= Z?’ 4 a” a 4Z? , 4£*4Z?” = Z? + £*4Z> , 4tf” :5: » a 4* b” — b 4* a” = 

^(a,Z>)-(a’VO 

d) Clases ds equivalencia. 

K( o b )= f(xj') e N 3 / x + b = y + a ) 




, n 4 


t 

i) > can /? 6 N 


R = \(a#), ibM ), k\c) , (<W), 0,c), (£*,£)}> 

v ^ 

3-27. a) /{ = {(1,1) , (2,2), (3,3), (4,4) , (1.2). (2,1)} 

b) Reflexividad. 

x € A ^ x —x => (x r x) e R 

c) Simetria. 

(X ) € J? =*► X — >’ V JC 4 V — 3 => V = A* V 

d) Transitftidad. 

(x.y)e R a (>^) e R =► (a ~ v v a 4 y = 

= 3)=>*a= 2 v jc 4 2 = 3 => (xj) eR 

e) La partition de A es } 2j y ^3^ , ^4 

3-28. R es de equivalencia. 


v = a* v v+x = 3 »*■ (y x)e R 


J } /V ^ ^ - fc V it) 


J-29. i ) jc € R 
ii) x ~~y 


i w 
I 


1 JC 


iii) x ~~ y a jy 2 => x z 

iv) A R pertenecen los pares (x, p) que veriflcan 
I jc — 1| =i^ — 1| =>x~ 1 = ±0>-1)- 
= -j>41 => x —y v x+y = 2 


I v X - i = 


J- 

jf' 


££f 



x 4jy — 2 
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3-30 . i ) Simetria. 

(a,b)eR *=>(a,b)eR a (b,b)eR =>{b,a)eR 
Transitividad. 

(a ,6) e R a (&,c) 6/? => (c#) eR =* (g ,c) eZ* 
ii) Si R es de equivalencia, entonces es reflexiva y circular, pues 
(a,b) eR a (b,c) e R {a ,c) e R =*• (c,a) € R 

3-3L i ) R es de equivalencia. Se prueba siguiendo los esquemas anteriores. 



iii) Ka = {x e R / x~a) 
x ~ a => x 2 — x ~a 2 - a 
0 seaKo = {a y \-~a} 




x — 1 — a 


3-32 * i ) x e A *► (x,x) eR ^ (x,x) eRuS 

ii) x € A => (x,x) € R A (x,x) 6 S => (xpf) 6 R ^ S 

3-33. lxi+ 21 y| = l=>±x±2y=l=»'A: + 2^=l v jt-2>' = i v 
v — x + 2j' = l v — x— 2y = l => 



V x+ =1 



con|x|<l a |y| < 





> 

► 

i 

i 

| 
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3-34. (a,b) e R u R ~ l *>(a,b)eR v (a»e/T l =*( b,a)eR~ l v (£,a)ei? =* 
=> (b,a) eR 1 U R {b,a} e R U R 1 . 

3-33. i ) R es a-reflexiva, a-simetrica, transitiva y antisimetrica. 
ii ) (x,y) eR <* x—y e R* o x — y > 0 



3-36. i )(xy)€R x 2 =y 2 x 2 -y 2 - 0 (a: +y)(x 

<=> x + y = 0 v x — y = 0 con |x| < 1 A | y| < 1 


0 ^ 



iff 


.> i' !■< \ ; jwircif*9 


■i 
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ii ) R es de equivalence pues: 

a) x e A => x 2 = x 2 => x — x 

b) x ~ v x 2 = >' 2 => v 2 = x 2 => y ~ x 

c) X~y A ^ ~ Z =* X 2 = / a JK 2 =Z 2 =»x 2 =z 2 =>x~z 

iii) K„ = jx e A / x 2 = a 2 j a, aj 

A ={ Ku /«e[0,l]} 

3-37. i )(a,h)eR~ l =*{b t a)eR =>(a,b)eR => (b,a)€R~ { 

n)(a,b)eR~ l a (&,c)e#T l =>(/>,£)€# a (c,b) eR => (c,b) eR ■> 
»> (£,c) eR' 1 

3- 38. (a,b) eR HR'* a (d.c) eR OR' «► 

=> (a t b) eR a (b,c) eR a (a,b) eR ’ a (&,c) eR’ =>• 

=> (<z,c) e R a (a,c) e R’ => fee) e £ n R’ 

3-39. ( a,b ) e R n R’ a (&,*) e R n R’ => 

(a Y b)eR a (Z>,j) e R a (a,6) eR’ a (<&,«) e R’ => a — b 

3-40. i)aeX=>a€A=>a~*a*>aeX* 

ii) ae(XUY)* <*a~b,VbeXUY => 

(a ~ 6 , V& e X) v (a ~ b , VZ? e Y) ^ 

^aeX* v aeY* +>aeX*UY* 

3-4/. i ) R es reflexiva, simetrica, no transitiva y no antisimetrica. 
ii ) R es a-reflexiva, simetrica, a-transitiva y no antisimetrica. 
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3 - 42 . 


A s( 


4*43. R es no refiexiva, simetrica, no uansitiva y no antisimetrica. 

3-44. R = {(1,1) ,(1,2) ,(13),(1,4) , (1,5) ,(2,2) ,(2,3) , (2,4) ,(2,5),(3,3) ,(3.4), 

(3,5) ,(4,4), (4,5), (5,5)} 

Elementos minimales: 1 
Elementos maximales: 5 

i-45. R ={(1,1), (1,2) , (1,3) , (1,4) , (1,5) , (2,2) , (2,4), (3,3) , (4,4), (5,5)} 

Elemento minimal: 1 
Elementos maximales: 4, 5 y 6 

3-46. Cota inferior: 1. Cota superior: 6. 

$•47. i ) A no tiene primer elemento, pero el ultimo es 1. 

ii) No esta bien ordenado pues el mismo A carece de primer elemento. 

iii) Cotas inferiorss son todos los reales no positives. Cotas superiores son los 
reales mayores o iguales que 1. 

xv) El infimo o extreme inferior es 0 £ A. El supremo o extreme superior es 
1 e A. 


i* . 
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iii) /es inyectiva, no sobreyectiva ni biyectiva. 

4-26. i ) 



ii) /es no inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 








c 

(a, 6) 

0 ,1) 

(1,2) 

(1,3) 

.. . - 

€> 

(2,1) 

| 

f(a,b) 

2 

1 

0 

5 



Puede hacerse un grafico en tres dimensions. / es inyectiva, no sobreyectiva, ni 
biyectiva. 
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1 - 31 . 



/(X) 


(»} ( 2 ) 1 { 3 ?' M I 1 ' 3 ) ( 2 > 3 ) A 

{2,3,4} { 1 , 3 , 4 } {1,2,4} {3,4} { 2 , 4 } {l,3} (4 


/ es inyectiva, no sobrevectiva, no biyectiva 


432. Se presentan in fin it as posibilidad 


/■•h <n 


X ? ? / u I A l 

4 a- ^ * j? 3 • * » 


A « 4, 

4 >-”1 


i * 
- i * H 


e '\ f / ; O 

*, A v- . 


/(A n B) 


< 4 > 


J 1 > 

■*. 


9 ' * 


Resulta /(A U B) = /(A) U/(B) v /(A n B) Cf(A) D /(B) 

4-3*/. Verificai tomando A = |( 1,2), < 2,2), (3,3)} y B =|(12)| 

4-35. i ) Considers X = f 1 , 2,3 } . Y = { 1 ,2,3,4},/: X -*Y defmida per 
/ ix) — x y A " f 1 4 2 ) C X . 

ii) Tomar. por ejemplo, X = {1 ,2,3} , Y— {1 ,2} , /: X -*Y tal que 
/(!.)= 1 ,/(2)=2,/(3)=2,y A = {l,2} 


iii) Proponer una situation del tipo anterior. 


4-36.f-' [-l,l) = 0 / .fj = * / 


[0,3] = r— V2.V2] 


[0,3) = [- vT, y/2) 


[1 , 10]= [-3 ,3] 


4-37. i ) xeX => fix)ef(A) =>xe/~ ! [/(A)] 
Osea AC/" 1 [/(A)] (1) 


Suponemos 
x 6 A If (x ) : 


cue existe y € f ~ l [ / (A)j a y 4 A pero como existe 
/{ v), resulta/no inyectiva, lo que es absurdo. Luego 

/■‘[/(A)]CA (2) 


De (1) v (2) resulta la igualdad 




f i V* I ? £ "Ti v *£ i 

/ * * l * So MHVKVviS 1 iUAWV 


,n. ^ 

s, , 




—iM 1- 

v 3 2 


v* * ? 
A * * 


Cf 



4-38. i ) g°f:Z-*Z!(g*f) (x) = ent 


ii) f°g- Q~*Q/(/»«•)(x) 

iii) (.S° f) (— 2) = 3 y. 


[ent (x)] 2 

i ■> in l olJf n ii 

(/»?)(- 


+ 1 


4-39. Como por hipotesis: V z e C , 3 x e A / (g o /) (*) = g [/(x) ] 
=> V z eC , ^ = / (a:) e B / g ( v) = z resulta g sobreyectiva. 


* 
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A 7 

2 i 


g ^ /es biyectiva => /es inyectiva Ages sobreyectiva. 
h © g es biyectiva => g es inyectiva a /i es sobreyectiva. 

4-. 

Luego, g es biyectiva y en consecuencia g" 1 es biyectiva. Entonces 

g =(g°/) = (g _l °f)°/ = »b °/=/ es biyectiva y (ft »g) og" 1 =ft o / c =ft 

♦ 

es biyectiva. 

4-4L Como h ° $ ° f — (h ° g) c f~h° (g o /) es sobreyectiva resultan ft ° g y ft. so- 
breyectivas por 4-39. .Analogamente 
fo hog sobreyectiva =» /° ft y / sobreyeetivas. 
go /oft inyectiva => ft y /oft inyectivas. 

Results /- ft biyectiva y ft biyectiva. 

...» g -j, 

IS Sit^on < ? s I? i 5 « ? ev hr.-prtiV^ 

W K ^ ^ ilf 

Como ft og y ft son sobrevectivas. es ft” ® (ft ° g) ~ g sobreyectiva. For 
otra parte, como g * < / ° ft > y (/ ° ft) son inyectivas, su composicion g tam- 

bien lo es. 

Luego g es tambien biyectiva. 

4-42. a) x e A => /U) 6/(A) => ,v e/ ~ l [ /(A)] 

Osea AC/" 1 [/tA}] 

b) ve/j/’ 1 (B)j => 3x6/ 1 (B) / >■ = /(x) e/[/ ” 1 iB)} *=> 

=* V =/(x)€ B. 

c) /(X)-/(A) =/(X) n [/(A)f C/(X) n/(A c )C/(X n A c ) -/(X - A) 

d) Z” 1 (Y — B) =/“ 1 (Y n B c ) =/ “ 1 (Y) n/' 1 (B c ) = 

= xn[/-« (B)] e = X —/(B) 

e) /(An/- 1 (B»C/(A)n/[/- 1 (B)]C/(A)nB porb) 

Ademas 


y e f (A) n B y e f (A) a y eB => 

3 x e Aly -f{x) e A a /(x) eB = 

^ - — A A / "1 / O A ^ ^ A A "1 


(B) = 


=>jreA a x ef~‘ (B) =* x e A n/ (B) 
=»/(jcje/(An/-‘ (B)) 

4-41 i ) Sea x e A n B =*• x e A a x e B. Luego 


JL 

*% 1 


A. a . r *. '' M 


1 A Y. (,V)=1 


f Am 
s> 


fx } 


se ansli/a el case X 6 A 1 1 

*•" O 1 * - - •• ■" * ■■ - - . 


u ) Para ia funeidn 


a i 


2UC 


4-44. {/« c?) (a) - f {d (a)) — /(a.u) = (u.a) — d(a) 
Luego fod = d 

4-45. i ) / (x + y) = (x + y . - x - y) - (x, - x) + (y, 
ii ) / (kx) = (kx , - foe) = k (x , -x) = */(x) 


v)=/(x) +/(y) 


^46. i ) we H /“* (— oo x + 2"") ^ w e/ _1 ( — x + 2" n ) , Vn 

n- 1 
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' i ~ <>• 

=> v« :/(H>)e(-«, x + 2'”) => v« :/(w)<x + 2" n (1) 

Resulta / (w) < a- ya que si fuera / (w) > x j=> 

(w) — x ^ 0 ^ 3 /|q £ N / /(w) x ^ 2 0 ^ 

==■ 3 no ,//(w)>x + 2~"« , contradictorio con(l). 

Entonces /(w) e (-°°,x] =► we/' 1 (-°°,x] 

ii) w e/' 1 (—x] => /(w) <x y como Vn e N : 0 < 2 ", se tiene 

f(w) <x + 2~ n , Vn. Luego 

/(w)e (— °°, x + 2~") => we/' 1 (-« x + 2""),Vn =* 

=» w e n /-•(-“>. x + 2‘") 

II- I 

4.47. a) 12 + 0 — 0 (12) + P (0) “ P (^) ^ P ( fi ) ~ ^ 

b) AUB = A + A C B =* P (A U B) = P (A) + P (A c B) (i) 

B = AB + A e B =«* P (AB) + P (A c B) = P (B) (2) 

Sumando (l)y (2) 

P ( A U B) + P(AB) +_R4A fi 'B) = P (A) +JMA C -BT + P (B) =*• P (AUB) - 
= P (A) + P (B) - P (AB) 

c) A + A c = n => P (A) + P (A c ) = P (fi) -*• P (A c ) = 1 ~ P (A) 

448. a) VxeR : X" 1 (—.x)«A - X* 1 (-», x + 2'") eA - 

=*n X' 1 (-». x + 2’ n ) = X' 1 (-«x]eA ,por4-46 

b) Vx e R : X' 1 (— x] e A => X' 1 (— °°,x — 2 n ]eA=*> 

=»n x'* (-«.x-2' n ] = X* 1 (-“>, x)eA,por4-24. 

449 X"* (-“.xleA «• X“‘ (-x) e A (por4-48) <*■ 

^[X"‘ (- x)J c e A (por 2-72) X‘ l (- «, xf e A por 4.9.2 c) - 

•*> X‘ l [x. °°)eA 

4-50. X -1 (—°°, x]eA (X -1 (—°°, x]/ eA *» X 1 (—°°, x] eA ♦ 

<=> X' 1 (x, “0 e A 

451 ' i ) => a ) La condition i ) equivale a la inyectividad de f, por 4-37. Entonces 

/(x)e/(AnB)-» xe/' 1 [/(AHB)]-»• xeAOB «• 

•e-xeA a xeB *>/(x)e/(A) a /(x)e/(B)-»/(x)eAOB. 

U) =* ui) / ( A ) n / (B) = / (A n B) = / (<j>) = 4> 

iii) iv) (A—B)n B = d> =*/(A —B) n/(B) =0 0) 

(A — B) U B = A =*• /(A - B) U/(B) = /(A) (2) 

De (1) y (2), por 2-65, resulta /(A - B) =/(A - B) =/(A) -/(B) 
i V ) => i )Suponemos f~ l [/(A)] =A A =• 3 x ? A a /(x)e/(A) 

Sea M = A U {x} =>■ A C M =*■ 

=* /(M — A) =/(M) —/(A) =>/({x}) = 0 =*> 
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5-21. i ) Conmutatividad. 


a * o 


m f it f v 


n / T l \ 


r. • 


Z \d -r u) ~ ~ \u * u) ~~ & * a 


ii ) * no es asociativa, pues 
(3*2)* (- 2) = 10 * (- 2) 
3 * [2 * (~~ 2)]— 3*0 = 8 

iii) No existe neutro e ya que 
a * e — a => 2 (a + e)~ a = 


= 16 


2 e = a =* <? = 


iv) Los eiementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro; 


a * b ~ a * c => 2 ia + h) ~ 2 (a + c) =>a + h—a+c => b — c 
O sea, todos los enteros son regulares respecto de *. 

5-22. Esta demostrado en 5.3.5. 

5-23. Siendo f x = {(1,1), (2,2), (3,3)} , / 2 = {(1,1) , (2,3) , (3,2)} , 
f 3 ={(1,2) , (2,1), (3,3)} , f 4 = {(1,2) , (2,3), (3,1)} , 

fs = {(1,3) , (2,1), (3,2)} , U = {(1,3) , (2,2) , (3,1)} , resulta 


fl 

fi 

/*3 

A 

u 

h 


fi 

h 

/a 

u 

fs 

fs 


fl 

fl 

fs 

fs 

/a 

/a 


h 

u 

fi 

fl 

fs 

fs 


fs 

h 

ft 

fs 

fl 

fl 


fs 

Ts 

fs 

u 

fl 

fl 

h 


5-24. a * a’~ a* * a —e => a es inverso de a =» a = (a’)’ 

5-25. ( b ’ * a’) * (a * b) - b’ * (a * a) * b - b’ * e * h ~ b’ * b 

= (fir * * (Z> r * a *) (^ * — b* * a* 


— e ^ (a * b) * (b* * a’) 
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•< _ 

•26. * es conmutativa, asociativa, con neutro e - "‘4, con inverso a — - a ~ 8 para 

todo a e Z. Ademas, todos los elementos son reguiares. Seguir el procedimiento 
del cjemplo5-6. 

v 27. a - b a c - d => 2\a - h a 2\c - d ==> 2|(a - b) + (c - <2) ** 

** 2\(a 4- c)~ (b F c/) 21 (a + c + 4) — (6 + t/ 4- 4) 

=» 2[(r/ * c) ~ (b * d) =>a*c~~b*d, 

f; 28. * es asociativa, conmutativa, no existen neutro ni inverses, y ningun teai es 


>'%r C A- 11 


no es asociativa no conmutativa: no existen neutre- ni inverses': sin emh 


n;irS 


todos los elementos de Q * son reguiares. 

5-J0. Por definiesdn a * b = min . Esta ley interna es conmutativa y asociativa. 
No existen neutro ni inverses, y ningun elemento es regular. 

$31. La suma de funciones en R 1 es conmutativa, asociativa, con neutro e . I^R 
definida per e (x) — 0 , Vx € I, v el inverso aditivo de todo elemento fe R es 
-/: i ~*r tal que {—/){x) = ~~/(x). Ademas, todos los elementos son 

reguiares. Demostramos la conmutatividad 

(/ 4 g) (;<) = /(x) + £ (x) = g- (x) + /(x) = (g + / ) <x) ->/ + * = *+ / 

5-J2. /, = {(a,a), (W)} - A = {(M . (A<*)} , h = {(«.*) > ( 6 -*)} > 

U = |(a,i), (i>.a)j> 


/2 

h 


h 

fit 

fl 

/a 


t.?? r*rm i»<s .'nnmtitnriva nties, t ( 3 .J I — 10 4* / ( A,! ) —• 4, 


A nrv <»« ya nme t 

M- <H % ^ 


U1..0 9 - C? 


•4- i jes ,? 4 if) 4* C 


^.. ’2 




4? => & 


f[a , /0,nj - fia , b '4 c") ■= a * ^ O * 

No existe neutro, pues f (a , e) - u ^ a + e 2 — a ** e = 0 y 
f( e y d)~a ~a =» e-a ~~ a 2 

Solo existe neutro a derecha, y es 0. Todos los elementos son reguiares a 

* 

derecha, pero no a izquierda, 

5-24. i ) Asoeiatividad. 

(a * b) * c = (a * b ) * (e * c) = (a * e) * (b * c) = a * (b * c). 
ii) Conmutatividad. 

a * 6 = (e * a) * (Z? * e) = (e * /?) ^ (a * e) = b * a. 
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5-25. Seguir el procedimiento indicado en 5-26, El neutro es e 

\ 

todo elemento a, es a’~ ™— . 

y a 


y el inverso de 


5-26. Demostramos la asoeiatividad 

[ f(S /»)] ( x ) -fix) (g h) (x) =/(x) [jf (x) /j (x)] = [ f (x) ^ (X)] /i (x) 
= ( fg) (x) h (x) = [( fg) h] (x) =*f(gh) = ( fg) h. 


5-37. i ) a * {b * z) - a * (6 z ) = a (b z ) - (a b ) 

Analogamente se prueban ii } v iii). 


% r 

«« 


= /U”), 


S* s t f pc aim mArtic'irsA 

/ ~ log : (a6) ” log 2 cz a- ]og 2 b - f{a) 4- /0) 

ii )/es 1 — 1, pues si .r’v x” son reales positives cue verifican/(x # ) =/(x 
entonces log 2 x ’ = log 2 x'* = y =* x’= x”= 2 y 

iii) /es sobreyectiva, pues ' 

V j ? e R , 3 x = 2 y / /(x) - log. x = los 2 2* v = v 

5-29. /(x>*) = 5g (x>) = sgx . sg j =/(x)/(v) considerando todas las altemativas. 

5-40. (x o y) * x = (x + y) * z ~ x +y = (x.* z) 4- (y * z) = (x z) 

z * (x a y) = z * (x + >’) = z ^ (z * x) o (z * y) = z c z = z 4 z = 2 z. 
Entonces * es distributive a derecha respecto de o , pero no lo es a izquierda. 




TRABAJO PRACTICO V! 


Demostramos Los siguientes cases 

. . . . J* I _ 1 


2 . i 1 n 


h i 
* ,= i 2‘ 

h U i 

D) 2 — 

i-\ 2 


1 =*■ £ -7 

i= i 2' 


1 4 2 


h + 


1 


ft+ 2 =* h v‘_l_ , 

*= i 2* 

1 , ft + t _ t 

,1 + ,ft+l 

2 (ft + 2) — ( ft 4- 1) 

. -■ - ,, |, _ ”-‘r...in .. ■ h.a.wi mi n ii^mi ■ ill! II Ml.lTTT 

-*h 1 


— ^ 4 3 

* 

ft 4* 2 . ft + 1 


+ 1 


ft 4 3 
1 


3 _ j )« = I => (1 4 x)* = 1 4* x = 1 +1 . X > 1 + 1 • x 
ii ) (1 4 x) h >14 ftx (1 4 x) h+1 > 1 + (ft 4 I) x 
D) (14 x)* 1 * ^ = (1 4 x) h (1 4 x) > (1 4 ftx) 0 4 x) 

= 14x4 hx + hx 2 - 1 4 (ft 4 l) x 4 hx 2 >1 4 (ft 4 1) x 

11. i )«= 1 =* 2|1 2 4 1 

ii )ft 2 4 ft = 2ft (ft 4 l) 2 4 (ft 4 1) = 2 ft" 

D ) (ft 4 i) 2 4 (ft 4 1) = ft 2 4 2 ft 4 i 4 ft 4 1 = (ft 2 4 ft) 4 2 (ft 4 1) = 

= 2 ft 4 2 (ft + 1) - 2 (ft + ft 4 1) = 2 ft’ 


15. i )n 


ii) 2 i 

i=i 
h± 1 n 


f z 3 = 


{=1 

• h 

Z I 

i=l 


t=l 


=> h z l z 3 =( z l i ) 2 

1=1 \i=l 4 


D) £ f 3 = £ f J +(/i + 1 ) 
h 2 (h+If ^, u ^. 


( £ i) 2 + (h + 1) 


3 _ 


4 (ft 4 l) 3 = (ft 4 1) 


4 (ft 4 1) 


, h 2 +4h + 4 (h + l) 2 (h + 2f (h + !)(* + 2) 
(ft 4 1 )" ----j-= - "4 ~ - L* 2 


2 . Se ha tenido en cuenta el resultado del ejemplo 6-3. 
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6-37. Z (x t — x) = Z X; — Z x = n x — n x - 0 

i= 1 i= 1 i~ 1 


6-38. i )« = 2 =>(£ Xf'l 

\i s 1 J 

a 2 . a 


(*i +*i) 


2 2 £ 

= 2 Xi 4 Z Xf X; 
i= 1 W 

> s 2 h h rh+ 1 \2 ft +1 2 A+1 

ii )( i *0 = £ *, + J. *f*i “*•(.?. *0 = 4 Xi + 4 x ‘*i 

j t=l vtj V»-l / »-l **7 

/' ft + 1 \ 2 r it \ 2 r h \ 2 2 

mi T x.\ Z r ■ 4 Vi., * ! —i Z Xi i ^2 x** 1 * Z x, 4 x,... 

~'Ki=i T V Vi=i * v v ‘ a **=i 

h * h h h 2 

= r r* 4 Z X.- X.- 4 Z XiXf.il 4 Z Xi, - 1 X, 4 X. . . = 


h *> ft ft 

Z X. 4 Z Xj x, 4 z 

i* 1 * 14/ *= l 

ft+1 2 1 

Z x.. 4 Z XjXi 

i= 1 1 


ft ft 2 

4 Z Xi Xfo - i 4 <£* X^ - j Xj 4 X 

i~\ i= 1 


frJ9. 2 (x -2) 2 = f (x] 

1-1 ‘ / J=1 * 


4 x t - 4 4)= Z x 

i~ 1 


Xi 4 


i~ i 


i- 1 


= 100 — 4.10 x 4 40 - 140 — 40 (— 20) = 140 4 800 - 940 

6-40. Utilizar la definicion de la funcion factorial. 

6-41. Considerar las dos posibilidades 

x 2 — x — 2x 2 v x 2 —x42x — 2 = 7 
Resulta x = 2 v x = 1 

6-42. i ) 64 a 12 - 192 a 9 4 240<? — 160 4 80 a' 2 — 12 a' 4 4 a' 6 
ii ) x 2 4 v 2 4 6 xv 4 4 (x 4 v) s/xy 


6-43. i ) Z . 

k=o v/c 


^ fe 


{p + q) n = 1" = 1 


•» m ■ 


. T, + T. = 210 (64 j: 14 + 16.XT 16 ) 


6-45. x = ±2vx = ±2i 

6-46. Soluciones reales son x = 0 V x 


6-47. T 6 


-Os 0 ) 


6-48. Los terminos de grado natural son los 5 primeros: T\, T 2 , 


T 

• 3 1 


6 - 49 . 10! 3! 



4 I < 

u *i -t 


RFSi'UI-STAS A LOS TH ABA JOS PRACTICES 


6-50. Con las cbs personas juntas se tienen 9! 2! posibilidades. Con tales personas 
separadas, resultan 10! — 9! 2! = (10 — 2) 9! = 8.9! casos. 

6-5 L 66.660. 

6-52. 5! 


8,2 


4,2 


6 54. Con i varcnes y 6 — i mujeres se pueden form ax Cg j * £ 9 . 6 -f* & numero total es 


6 

v r 


:-U 


5 J 9 L 9 ,6 — i % 


6-55, Hay tantas distrib udones posibies eomo futic 
sea C 100 10 - C i09 jo 


■$ crecientes de I^q en ho . 0 


6-56. V 6 , 3 - V 5i2 


6,5,4~5,4 — 125, Los numeros euya primera eifra 


(eentenasles 0* son V< ? . 


w f ■m 


6-5 7. C omo no »e exige que las cifras sean disiintas. resuka Vg 3 — \” 2 = 6 3 — 6 : = 
= 6 : . 5 = 180 

6-58. C 42 . C 4 * i3 es el numero de muestras de tamafio 5 que contienen exactamente 
2 ases. 

6-59. C 4?2 • C 32 1 —6.32=192 

6-60 P 4 ’* -4 V’ = ——— g—.f* I S k ~ 4 

* • s,fe-4 4 ! (k — 4|! v 4 J * 

6-6/. in — k — if k\ 2! 


+ 2 


k 4- 3 


6-6 i 


* * * U & 


Fviig!T ** j t' v j "Vs 

Li IL-Liv 5 lw d 


en euanio 


conv^xiaa 


triangulos hasta 


v 10,10 

2TToT 


v oueoen tormarse 


2 3 


A "V 

isonos. El numero total es Z 


ligonos. 

6-63. 2.51 51 

6-64. i ) Tantascomo funciones de I n en I 3 , o sea V' = 3" 

5 j 


ii ) pfc, n - k y. 


2 ,n — k 
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6-65. i ) V’ 

3,1 


= 3 13 


.. xpfe.13 h __ ___ . 0*3 -fe 

; 13 * 2,13-* Jt! (13 — *)! " 

6-66 . Sean A = {^ b x 2 ,., . , x n ,... ^numerable y M C A, infinito. 

Consideramos x/ s el primer elemento de A pertenedente a M, el cual existe per 
el prindpio de buena ordenadon; de los que le siguen en A, elegimos el primero. 
Xj , peneneeiente a M. Siempre es posible obtener uno porque M es infinito. 


13! 


2 , 13 ~ & 


.esuita 


\ i «». ~ ... 

;■»§ — , . 

C. ^ J 


■vr 

i .A * 


k « k ^ ~ $ I'V I i- 


7, Sean A, - la, m a. .. . . , a. 


I* * *S I* 


eon / e 


Consideramos la union disjunta Z A t y la funcion 

i= 1 


n 

. V 


A, 


deflnida por / (jy 


l)n + i (segun una ordenadon por columnas). Come 


r v 

/es bivectiva, resulta Z ~ N. 

i=0 


i ) V ;.n= 4 


3 3 3 3 
11 > P 12 


12 ! 

3! 3! 3! 3! 


6-69. C. . = C Q . 


6-/9. i ) L . . C 


6,3 8,4 




8,4 


6,4 


t 

j 



b 







. + 


.. ■ jwaywTOA'j.-t'«■'•' ****\- jrtTr-v 


TRABAJO PRACTiCO VI! 


7d0. Se niega cada axioma del sistema dado. Como Aj : Va : a e A => (4» fl ) 6K, su 
negacion es - Ai : 3 a!a e A a (M *El sistema ~ A t , A 2; A 3 debe set 
compatible, para lo cuai es suficiente exhibir un modelo. La interpretacion 

A = /l, 2,3) , R = {(1,1) , (2,2) i es un modelo, Esto prueba la independence 

de Aj. Analogamente se procede respecto de la independence de A 2 y A 3 . 

-//. l ( a , 5 ) € R a ^ b (a r b) e R v (£.*) € R en virtud de A a y de A*. 
Results {&,a) € R, porque en caso contrario, por A 3 y A* 

(aJb )€ R a (bit) e R => (<24> € /? => a ^ a 
lo que es absurdo. 

7-/2. L a) V - 0. En efecto L = T . 1 = 1 . 1* - 0 

por B 5 ,B 2 y B 6 . 

b)G’ — 1 por el principle de dualidad. 

II. Suponemos que a admite dos complementarios ay a ” Entonces. 

a -a' + Q~a'-r (aM >f ) = (a '+a) . ”) = 

= (^-4-^? *) . = 1 > “ 0* 3tf ) * 1 = a “b 5 . 

Artalogameme <z” = a” + a’ y en consecuencia a’-a'\ 

III. a + (a.fc ) = (a. 1) + (aft) = a. (1+6) = a .(6+1) = a. 1 = « 

Por dualidad resuita a. (a+b) = a. 

7-/J. Probamos que « -f b # « 

i ) /? = 1 =► 1 + b = 6 + 1 = s (b) # 1 

ii) /t 4* b ± h => s (h) 3- b =£ s (h j 
D) 5 (/i>+ b = b + 5 (h) - 5 (6+/z) ^ s (/i) 

7-/4. i )n = 1 => <z + 1 5 7^5(/?)=> + 1 

ii ) a + h b + h a + s (h ) ^ b + s (h) 

D)a = s (h) ~ s (a+h) 4 s s (b+h) -b ± s(h) 

7-15. i ) \ ]n = 1 =>1.1=1.! 

2] l . h * h . 1 => 1. s (A) = 5 (A) . 1 

En efecto: 1 . s (/i) = 1. /i + 1 « /i . 1 + 1 = h 4- 1 = s (h) = s (/z) . 1 

ii)l]«=l ^5(&).1 = 1.*(W®1.*+ 1*^.1 + ! 

2\$(b) .h = b .h +h => s (b). s (h) = b . s (h) + s (h) 
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D) s (b ). s (h) - s (b) .h + s{b) — (bh + h) + s (b) = 

= bh + (h + s (2>)) = bh + (5 (d) + h) = bh . + s (Z> 4- /i) = bh + + s (/z) = 

= b. s (h ]f 3" s Qi) 

3] Es consecuencia inmediata de i ) y ii). 

7^6. i )a<b =* b^a+x => be = (a+x)c 
=» Z?c = ac 4- xc ==> acKbc 

ii )a<b a c < d ^ ac < be a be <bd => ac<bd 
iii) Si j ^ 1 entonces 1 < a. Luego 

1 ^ — 1 — l' 1 4- h yh 

""Tr' ' X » «rV "*'• \ ^ * -rw -*• 

=> 1 = b +xb ^ b< 1, absurdo. 

7-/7. i ) (N,*) no es monoide. 
ii ) (Z,*) es monoide. 
iii) (R 2 :< 2 ,♦) es monoide, 

7-18. i ) (a*b) *c * d = ((a*b)*c)*d = 

~(a* (b*c)) *d = a * (b*e) * d 

ii) a) « = 1 =* a m * a 1 =a m *a-a m + l 

b)u m * a h = a m Jrh *=> a m * a h * 1 = a m * a h *a — 

= flm+-h * Q — urn -t-h r I 

7-19. Sea S ={S rfi € I}una familia de sub-semigrupos de A y sea X=H S f k 
intenseccion de dicha familia. 

Consideramos a € X a b € X ==> a e S* a b € Sf, V i e I 
=>j*&eS /? V/eI => a* beX 

Luego X es un subsemigrupo de A. 

7-20. i ) Probar que S es el conjunto de los multiples naturales de 1, o sea 
S = {l .a / a eN} 

ii) Demostrar que S = {l . a 4- (—l) .b / a € N}, deflniendo 1 . a = 1 sia = 1 

yl.j=l + l-t - *« + 1 

* . .. . . J 

a 


\ 
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I % *’1 

** J Ant i 


a) ao. 


oj ia. 


cs No. 


U| Ji 


•j. t ) L n jenerador es ?. 

ii) Un ^enerador es z (observer que z 


$-24. El neutro es e 


y el inverso de a es a* — 


8-25. El neutro es e = L v el inverso de * es a’ = 2 i — a. 


t> ii r?_., c .-i r ii 
o-^v. ixutauu cn 

8-27. Neutro es (0,0, . . . , 0) y (—x l? — x 2 , 

(x1) -V 2 * » • j X n ). 


• , ~ x n ) es e l inverso aditivo de 


8-28. Sean f a , f 12 o , / 2 4 q las rotaciones de 0°, 120° y 240° re$pectivamente;/ A , / B y 
/ c las simetrias respecto de BC, AC y AB. Proceder como en el caso 5-23. 


8-29. Toner en cuenta 8.14.3. para obtener Ids subgmpos 

Hi ={; 0 ), H, = {/o , / A } , H 3 = {/o , /„} , H 4 = {/o , /c} . 

Hs = {_h • f 120 . fuoj . H 6 = G. 

8-30. Como (3.0,. . . , 0) € H, es H v por definition de H se verifies H C G. 


Sr*« i \ 


•*r j 5 1 * r, ^ j 

; -AV \ ■r't ^ »V ^ . •- c ft V jf 4b* * 


* $*■ J . ■ 

y t- i. ^ * 


l- ? i-.- f -“A 5 


A ~ 


=B> V 


* ^ $ 


•S2& I Y ■' *>• 


*>v * 

? .? v • 4 *- 


V \ 
' >1 


Zl: | ] 


>■ * 1 e ti 


t.uego,(H , +j es subgnipo de iR' 1 , +). 


8-31. H^4> y H C R 2 * 2 . Sean A eH a BeH» 

=*'A =— A* a B = - B* ** A + (- B.) = - A* + B # =» 

-*■ A +(- B) = ~(A f - B f ) = - [A + (- B)f => 

=> (H ,+) es el subgrupo de las matrices antisimetricas de (R 2 * 2 , +). Pruebe el 
lector que A = — A ( =*■ a (i = 0 , V/. 

8-32. i ) f(ab) = (ab) 2 = a 2 b 2 =f(a)f(b ) 

W AIN ( f) pertenecen los elementos de A que satisfacen jc 2 = 1 => 
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^ 4 1 V A' — 1 N (/) — f 1 , 1 ^, 

I ( / ) == R + pues v ^A>eR + ,3jt~ \Jy j f (x) 

8-33. Es un morfismo hiyectivo, con N(/) = {lj,I(/) 

8-34. Esta tratado en 5-38. 

8-35. i )f(e) = e’ e H => e ef "* (H) =*■ / ~ l (H) ^ 0 
ii ) / 1 (H)C G pox definidon de preimagen. 

iii) x ef 1 (H) a m-c/” 1 (Hi /f.v) e H \ f 
** fix l e H a f f( v)V 6 H ^ fix) f ( v ’ l < 


fl v) e H 

<r 

i c n —^ 


j 


3K r 


^ x ^ v 'e f f H i. 


<^'26. x e G =* x * x = x => x * x * x ~ 4 = x * y 
Luego G = l e >. 


==> x * t* = e x 


^-37. Sean a v b en G, Se tiene: 

* (4*&) = e = e * e — {a*a) * \ b*b i 

^ * { h*a ) * d ^ * (^*6) =>b*a — a*b 

8-38. i )f a es morfismo, pues: / a (x*y) —a 1 * (x*y) * a ~ 

= a l * x * (a * a l )*y *a = {a 1 * x * a) * (a 1 * y * a) =/ a (x) *f a (y) 
ii ) f es I — 1. Sean ^ej' tales qu e/ a (x) =/ a (jk) 

Entonces^C 1 * x * 4 *y * f => x —y 
iii)/es sobreyectiva, pues V y e G , 3 x =a * y * a 1 tal que f(x) -y. 

8-39. Sean / : G -* G’ y g : G' homomorfismos respecto de * y y Entonces 
g a f : G ->G” veriflca 

te°/)(0*6) [/(^^)] =^[/(tf) * , /(^)] « 

= S t/(a>] *”g [f{b)\ = (g° f) (a) *" (g°f) ( b ). 

F (a*b)=f atb =/ 6 »/„ = F (b) ° F (a) 

En efecto: / a ,j, (jc) = (a*bj x * x * {a*tf = 


* 


“A» -vs ^ ^ 
t ** A •S 1 ' JLf ^ 


n ^ O tXi * ti - J b u a U)i ~\Ma) \X. 


* 

i j? 






/i ^ n 




conrmitativa, y reciprccamente. 

^?-42 i }/es un morfismo, ya que/(#*d) = * a ~a’° h* ~f{a) ® /(f>) 

ii) f es 1 — 1, pues si/(x) =/( v) entonces x * ~ y* **> x =>a 

iii) /es sobreyectivaporque VjpeG.3 x=>» # £G tal que/(x) = y 
El grupo (G,°) se llama reciproco de (G, *). 

8-43. Neutro es e = (1 ,0), pero los pares del tipo (0 , b) carecen de inverso. No es 
grupo. 
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8-44. i ) e e S a eeT=»e = e + eeS + T=*-S + T=£<£ 

ii) S + T C G por definicion de S + T , c „ -r 

iii) a e S + T a beS + T=>a=x+y a b — z + u/xe$,zei>,ye , 
weT =»x-zeS a y-ueT => (x-z)+ (>--«) e S+T =*• 

==> (x+y) — (z+u) € S 4* T 


tW5, Ver 8-36. 


S-46. I. Si (X , *) es un ^rupo, entonces las ecuaciones x*a = bya*x-b admiten 
las soluciones Ulricas x ~ b * a 1 y x — a * b. 

c ea (x *) un semigxupo en si cual son resolubles las ecuaciones x * a o y 
a * x = b, cualesquiera que sean a y b en X. Entonces se verifies la existence 
de un elemento e e X tal que e * a = a. Sea x e X; por hipotesis, existe y e 

de mo do que a * y = x. 

Luego 


e * x = e * (a*y) = (e*#) * y —a * y — x 


O sea, e es neutro a izquierda. , 

Sea xe X Por hipotesis, existe c € X tal que c * x = e y en consecuencia c es 

inverse a izquierda de x e X. El lector puede probar que la existence de 
neutro y de inversos a izquierda implica que (X, *) es grupo. 

^-4 7 * Apiicar 5 


8-48. i )f(x J ry) = .a*a* ..» * a * * a * ^ 

x+y _ 

ii) I (f)=[f{x) j xez) = {f I xeZ a ae g) = {«} 

8-49. i )/l(xirX 2 .x 3 ) + (y 1 -72 ^a)] =f(xi+yi ,x 2 +y 2 ,x 3 +y 3 ) - )= 

= f(x l,X 2 ,X 3 ) +/(yi>^2*^3) 


ii) (x, .x 2 .xi) eN (/) - f(x u X2,x 3 ) = (0.0) - 

Xl -X 3 = 0 A X 2 -X 3 =0 Xi — x 3 A *2 *3 JCl 2 3 

* O sea N {/) = ^(oc,a,0£) / a € R j 
iu)l (/)={/(*!,Xj,X 3 ) i (Jf 1 .*».*») 6 R 7 

=» I(/) = ((x 1 -x 3 ,Xj-x 3 ) / (xi,x 2 ,x 3 )eR 3 } 

(xj-xj.xj-xs)^,.^) A xi-x a -yi~ 

=>x\ =yi + a, x 2 + a * x 3 ~ a con aeR 
O sea I (/)= R 2 . * 


o ? 0 i ) Sean HCGun subgrupo nonnal y u € G. * 

VtfeH:w*tf*u' 1 e H. Entonces b ~u * a* u l =>u*a = b*u=> 

a * 0 € H « =^«HC Hm (1) 

Sea v 3=5 tf 1 =>c = v*a*v l € H* 
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- «t 

Como£’ = u 1 * «, se tiene a * u = u * c, o sea a * m ^ 

HwCuH (2) 

De (1) y (2) resultsi« H -u. «*aeHuyen consecuencia 

ii ) Como u * a e m H a «H- H ; « y es nomla , 

existe beHtal que u*a = b*u. Luego u*a*u oen.y 

8-51. f no es un homomorfismo. 

8-52. i ) Sean H nonnal y f a un automorfismo interior de G. 

/„ (H) = {/ a (x) / xeH} = {>> = a*x*« 1 / xeH) = {y / 


-'.n- r % T ".r**fe^;VCi$ s p,* J f$j-i- 




XL Hl ..A..V^i 

* 'i x*v j 


TRABAJO PRACTICO IX 


l A-/9 4 Analizar lc$ axiom as siguiendo ei metodo habitual. (2r , + 
tivo, sin identldad, con divisores de cero. 


es anilio eonmuta 


9-//. i ) Asociatividad: iab)c — 0 c ~ 0 = a Q — z (be) 

ii) Distributividades: (a+b) c = 0 = 0 4- 0 = ac + be. Analogamente c (a+b) 

= ea + cb. 

9*12. Seguir el procedimiento indicado en ejemplos ameriores. Neutro es (1.0). 
%13. Considerar el ejernplo 5-7. No tiene divisores de cero. 

*$14. i )/es un morftsmo, pues: 

1. / [(a±b \fl) 4- (c+d ^/2)] ~f[(a+c) 4- (b+d) s/~2 \ — 

= (tf-k’) — (b+d) \fl = (a—b \fl) 4- (c-d V~2) —/ (a+b \fl) + 

+ f(c+dV 2) 

2. / [(arb \fl) ( c+d VT j = / [(ae+2 bd ) 4- (acf+^c) x/T] - 
= (ar—2 bd ) - (<z££4-6c) VT 

/(*z46 >/2) .f (c+d VT) = ( 0 ~£ >/2 ) (c-d x/3) =* 

— (ar+2 Z?d) — (ac/4-£c) %/T. 
ii )/es biyectiva. 

9f/5. Veriflcarlcs axiom as. 

9%/62 i ) 0 6 A* a 0 € A** =* 0 € At n Ai =* A, n A? # 0 


12 V A % 

11 S r\\ v- ii 
t *i j? U C -r% i - i rVj 




I ‘ ' 


A A r** -4 

| * * f\j w n 


t Aj = J A 2 ^ 


2* ? A 
- aJ v . as 


** .JL, ^ 4 

. '*•' AM 

?i»r W T T **> t ;■* 


^at 5 6A} is Aj 

Esto pmeba que (Aj n A 2 , 4 ) es subgrupo de (A , + ) 
w) El product© es ley interna en A. pues a € A x n A 2 A b e A x O A 2 =* 
z&abe Aj a abeA t =>fl^eA t HA 2 . 

v ) La asociatividad y distributividades se verifican por ser A! HA 2 C A. 

9-/7. Si en A existiera x =£ 0 tal que x n =*0 o sea x . x . . . x = 0, entonces habria 
divisores de cero, lo que es absurdo, 

9-18. i ) Sea a ~~ b modulo n =» n\a — b => a — b = nk 


( 1 ) 
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Ademas b = nq 4- r a 
=* a -- (k + q) n +1 a 

ii ) Sean c y ^ tales que £? 
=> n Itf — 6 => a ~~ b. 


0<r <n. Sustituyendo en (1): a - nq_ r - nk 
0 < r < n. 0 sea, r es el resto de la division de a por n. 

■ nq + r a b — nq’ + r =*■ a ~~ b — n (g ~~ q ) ** 


/!>. i )a<b 0 ^ 6 — a '—* —b 4* 0 ^ ( b+b) 

ii ^ d =s o d" ~ 0 ^ 0 ^ j 2 

^ e A + ^ 6 A* => 0 <1 a m =*- 0 ^ tf" 


^ — b o. 


& 6 A ^ *2 


4* 

A 


A ff 


T'^srj 

i Vii 


ner en cuenta 9.8 


2ft i ) Se sabe queia + &i<ia| + !bi 

Sea x — v — " => x — z + ,v =» 1 x ! ■= i - * v I i x ! - i ■ . > 

^ I x | _ | y j < | z I =* i x! -1 y I < 1 x - y 1 =» | x - >■ i > | x i — I >' i 

ii )p 0 r un error tipografico, ei enunciafio se corrige asi !Lx| 

Utilizar i )y 9.12.2. 


iii) % ] y a v ^ 0 *=> y = xk a k 3= 0 1 y 

*\y\\k\>\x\\k \ -► !y 1 > I -t 1 


| x 11 A: 1 a * ! A: 1 > 1 ^ 


9-2/. i ) 0 e 1 =► I ii)xel a yel=>nx=0 a ny - 0 - 

=> nx - ny = 0 => « (x-y) = 0=»x-yel kl_n=» 

iii) jc e I a y e I => mx = 0 a ny = 0 =» (roc) (ny) - 0 **> n [n (xy)] 0 

=> n (xy) = 0 =* xy e A 

iv) x e 1 a a € A •» nx = 0 a a e A => » (xa) = 0 a n {ax) - 0 

^ X fl 6 1 ^ fl X 6 ^ 

9-22. Sean A un anilio de division e l eualquier ideal propio no trivial^ La tarea se 
reduce a probar que A C 1 pues por defmicion. se sabe que U- A. Como l 
trivial, existe un elemento no nulo a e I y por ser A un anilio de division, a es 

inversible; en consecuencia, a a -1 = 1 es un elemento de I. 

Sea x e A: como 1 e I, se tiene x 1 e I, y por lo tan to x e I. Luego ACL 


ii 11 ^ % 'Y**r\U*n 


c-uenta 8-27. result a \ 


* ->■ 

^r > 


un fttupo abeiiano 


t.. ,.». W n,veiA;rin en R" + nor hi deiinkion daaa. 

ii j ti prouucuf my w- • * ,. . 

Falta pro bar- que es asociativo, que ei neutro es (1 .0*0^0), M Uv 

cuatema no nula tiene inverso multiplica tivo (empiear los metodos habitiUr 

les). La no conmutatividad se verifica con un contraejempio. 
iii) Se completa demostrando las dos distributividades del producto respecto de 

Referenda: Vec tores y Tensores, por, Luis A. Santalo, pag. 8/. Editorial 
Eudeba, 1961. 

9-24. Sumando las ecuaciones Ox + Oy = Oy el conjunto de soluciones es Z 5 . 


por Ui c 


-=v --V 

r. c a * 




9-25. Sean ale a 61c a med {a , b) = 1 ,a\c =» c -ax 


( 1 ) 
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Por hipotesis y (1) es b\ax. Por 9-8 ii ) se deduce b\x, o » 
en (1) queda c = (ah) y => 

9-26. Sean mcd (a,&) = a ale a Z>k Entonces d «sa + tb a c =ax-by. 
Luego dc = sa&y + ftoc = (sy + tx)ab =* ab\dc 

9-27. i ) 2110 => 2|10 d Como 2| u t resuita 2\lQd 4- u, o sea 2k 

ii ) 3i9 => 319 d. Como 3k + «, se tiene 319 d+d + u, es decir 3|!0d + a. 

* 

Luego 3k 


•' *»\ i i < i i 1 * t t L J 
lii f i i i i 1 u •* i i iu 

Por ejempto, si n - 
9-28. i ) 2 ; ii ) 5 ; 


.11 i 11 ~ (ft—rA =* 11110 d + u =► 11 k 

c* ►" i. i | * A ’•» y'®" 8 y ' ’ - ' ~ 

132 como 11S13-2 resuita 111132. 

iii ) 21 ; iv) 5 


ft-29. a\b => b = ax => !2>1 = |al Ul -a jxi puesa >0 ya que ib| <a, o sea a >!fc| >0. 

p e [fa — a \x\ a a>|£| results s>sfctl =»lxl<l => x = 0. Luego 
b — ax = 0. 


9-30, Supongamos que a = bq + r a Q^r^bya — bq +r 
Entonces + r ~ bq’ + r’ y h (q ~ q’) - r*~ r => b\r —r 

Por otra parte r* < b a r^Q =» r’“-r < & (2) 

Ademas r < 2? A r*^ 0 => r — r’<C £ (3) 

De (2) y (3) resuita {r* — r\ < b. (4) 

De acuerdo con 9-29, de (1) y (4) se deduce r' ~ r = 0, sea r' 

h iq q') — r' — r - Q q — q* — 0 => q*~ q. 


0<r<b . 

( 1 ) 


= r. Entonces 


9-ii. El aigoritmo de Euclides se reduce a 



mcd (<z, &) = r 2 . Por el aigoritmo de la division entera, se tiene 

a = b q ] + ri y 6 = /i <te + r t => r 2 = b - r Y q 2 = b - q 2 ( a-b q i) = 

= Z? - q 2 a + qi <h b = {-q 2 )a+( 1 +?i q 2 )& 

a ?2 Mediante 9-26, como mcd (a, b) - d , aim y i>lm, resuita Probar que 

♦ 

(irn|a& 


.-.w 
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9-33. a~ b => n\a - b =>,a - b — nh => a = b + nh => a = (b+nh) 


= b k + 




n lb 

i= 1 




=> n | a k -b k => a k ~b k 


✓ u,,ja nno ffi nxn 4-A es eruoo abeliano. Verificamos entonces 

9-J4. En 5-8 esta comprobado que (R , +) es grupo dmMM. 

A 6 : El producto es ley de eomposicion interna en R , de acuerdo 

A, : Asociatividad. Sean A , B y C en R"*'\y los productos A (BC) y A (BC). 

' La ffia i de A es: a n , a ,*.«!»• La columna / de BC es 

& 1 ), C k j , C »t/.j, ® nil ' tfej 

Entonces el elemento 0 . /) de A (BC) es i ’ hfe Cfe; 

-f !•>>,! c„ - f ( i «» »»l) c « q« « d *n-«o(l./I 

. de(AB) C. . 

- • „ a* i ». S rHpita de Kronecker) definido por Qy - u si 
A 8 : El elemento genenco de l es 0„ (.aetta ae ivruiici.iv , 


i y S u = I si i = /l El elemento (r, /) de A 1 es 8 kj * a n Si. + 

+ « i2 S 2J + ...+t‘fiSj j + ... + a in S n] = a s 1= % = * AI = A ’ y 


t «j 2 *^2/ v * • * 

mente I A = A. 


A 9 : Sea C (A + B). La fila i de C es: c^. c i2 ,.... c in 
La columna/ de A+ B es: a u + b u . a 2j + b 2 j. • • • . 

Entonces, el elemento (/ . /) de C (A + B) es £ c ik (a kJ + b k ,< = 

_ £ Cjfc + 2 c ik bkj, que corresponde al elemento (i, /) de CA + CB. 

O sea C (A + Bj = CA 4- CB. Analogamente se prueba (A + B) C = AC + BC. 

9-35. Hipotesis) Para cada m se verifica 

V h < m : P (A) es V =» P (m) es V 

Tesis) P (m) es V, V n e N 

Demostracion) . . . , 

Suponemos que H ={* e N / P W es F) * <t>- Por el.princpio de .bueaa 

ordenacion, existe en H el elemento mmimo m, tal que P ^ es F ( ]’ y 

h<m => p (h) es V. Ahora bien, por hipotesis resuita P(m) es V, lo que es 

contradictorio con (1), o sea H = 0. 

9-36. ac~ be => n\ac - BC => n\(a - b) c - nln - * (porque si un entero es divisor 

de un producto y es primo con uno de los factores. entonces es divisor del otro). 

Luego a ^ b 
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9-37, i ) Sean^ 1 , $ 2 , . . . , r/ n | una clase completa de residuos modulo n y a^aj. Si 

a* ~ tfj, entonces a,* y aj pertenecen a la misma elase de equivalence, lo que es 
contrsdictorio eon la hipotesis. 

Reciprocamente, si a t aj . V? t 6 /, entonces dos elementos cualesquiera y 
distin'os no pertenecen a la misma clase de equivalence, y en consecuencia 
[a%. ... . a esuna clase completa de residuos modulo n. 

ii ) En eficto. suponganios que aa t ^ aaj para algun /#/. Entonces n\aa t ~asu o 
sea (n,- — a, l y como a y w son coprimos, se deduce que nla, — a r es decir 
8, Esio cortU’adictono con la hipotesis. 


9-38, Sea la clase de restos modulo p ; 0, 1— 1, Como a 4 s 0 ya que a no es 
multiple de p. aO, a \, #2, ...,#(/? — I) constituyen una clase completa de 
restos modulo p, por 9-38 ii). Entonces cada elemento de la primera clase es 
equivalent© a uno de la segunda, y recfprocamente. Como 0 pertenece a las dos. 
por la compatibilidad de la relation re spec to del producto, se tiene 


I -% 


• 4 m S it 




O sea I p — 1H. 


,n — 1 


1)1, o lo que es lo mismo. p\(a p 


Como py(p~ 1)! son coprimes, resulta p\(a? 


<F 


n < o ~ i)i. 

— f * * 

i. 


9-39. i ) ay n son coprimos => med (a,n) = 1 = 
=> ft - { sb ) a = ( tb ) n n \ b - ( sb ) a 


1 = s a 4- t n 
> a ( sb ) ~ 6 


ft=stfft + r/?ft =*9 
s ft es solueion de la 


ecuacion. 


ii) Sean Sj y $ 2 soluciones de ax = b (mod. n )„ Entonces a$i ~~ b a #s 2 ft p 

por la simetria y iransitmdad de la relacion. Se tiene 
n\a (Sj — s 2 )y a coprimo con « ==> w|$ j — s 2 Sj ^s 2 


iii) Siendo a y /i coprimos, y « prime, por 9-38 se tiene a 


n— 1 


1 => 


2 b^b =* x=a n 2 b es solueion de ax "''ft (mod. n). 


9-49. i ) Come 3 v 4 son coprimos, es med (3 ,41 


(^1)3+ 1.4 =*> 


Ci 


con&ruentes a modulo 4. 


son sducione* {ver 9 


i» I 1 i t 


✓. *>• j ^ 


^ 5 3 - w *i 


& 


son some ic 


R S i . ^5 


iii) De aoaerdo con 9-36, 




12 x — 6 luego de cancelar — 2, que es 


coprino con 11. Por 9-39 iii) es x = 1 
Resulta K s el conjunto de las soluciones 


ii — 2 


6 una solueion 


9-41. i ) 


= a6“ +cd' l =ab' 1 cT l d + cd~ l b' 1 b = (ad-bc) (bdT 1 = 


-1 irl 


ad + b c 
bd~~ 
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») 

iii) 


ah 1 cd 1 —(ac)(bd) 1 - 


a b 

*W” *f - 11 . _ 

fc ft 


_ ac 

_ "A 

ft t/ 

t/ £! 4~ ft 

1 UT « ■ 

d ft 


c + d 

w? rTtol>fT.ihili niniiW 
6? 


9-42 Sean Kj y K 2 subcuerpos de K. Como 1 e Kj a 1 e K 2 , es 1 e Kj n K 2 , o sea 
Ki H K 2 4= 0, Ademas K t C K a K 2 CK => Kj n K 2 C K. Mediante la con- 

dicion suficiente 8.4.2., el lector puede demostrar que (Kj HK 2 ,+) y 
((K 4 H K 2 ) — (0 } ,.) son subgrupos de (K , +) y de (K — {o} ,respectiva- 

mente. La distributividad es consecuencia de que K, n K 2 CK, 


*i~J i \ \ n -- 1 


\ , 
X T" 


X + V ~ 


■« * 

■> 4'-^ i 


h 


ii )x n +y > 


(x+y) 

.. . 

->hl 


=> x 


.* h+1 > 


LV+VV 




En efeeto, (x h -y h )(x-y)>0 =» x hr1 + A " 1 - .v .x h - x v h > C - 
=» x I ,h +x h v + v h * ! =» x** 1 +x.v h + x n V + v' 1 * ! < 2 x A *‘ + 

+ 2 v ,,l +1 x Lv^ 3- ) + v (x h + y h ) ^ 2 ix^ 3 1 +y ,ij V) ^ 


, r* L t ^ i i * 


(x+y ) {x rt +/‘) ^ 2 lx" - +> 
Por la hipotesis inductiva 


??+ 1 


.h+1 


+ y h+1 >(x rt +y ft ) ^ 


2Ljl2L > 


(x + y) M x+y _ (x+y) 

__ , | |B , ; 

^h-1 2 


h + 1 


9-44. (Q ( x/3) , + , .) es un subcuerpo de (R . + ..). Basta probar que (Q ( x/3) , +) y 
(Q( n/3) — f 0 > ,.) son subgrupos de (R +) y de (R — {0} ..), respectivamente. 

(Ver >/). 


9-45. i 


— (x4x+ ... +x) (y+y+ ,.. +y) = xy + xy + ... +xy 


nm 


= (nm) (xy) 

ii ) (ne) (me) = (nm) (ee) == («m) e 


f »px = (j? iH«x"J — i 


Debe i 


e ra 


ii-,* f 


A f » j) 

« £ ^ •“ <■ 


(lx) •= Ox — 0 

son element os tie N v no de K 


A *r» i t * r * ^ e ^ ^d iic '$ < i** so n = ^ si v o | .f $« 


y 1 <p 2 <p. 

Entonces p e = ( Pi p 2 )e = (p, p : )(ee) = (Pi e)t p- e) = 0. Y como m 
exislen divisores de cero, resulta p, e = 0 v p. « = 0; o sea. la earactensti 
ca es pi o p 2 , lo que es contradieiorio con la hipotesis. 



9-47. (x + vf = v p + 2 

i- 1 


sumatoria tiene coeficiente 


,p-i 


v l + y p . Todo termino del desarrollo de la 


P) _ Pl P’ 1) ^7 - / + 1 ) 


Cf - 


, donde la 


j?' p* 

. i F 
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caracterfsiica p es un factor. Por 9-46 i ), tales terminus se anulan y resultan 
(x ~ }’Y - xP + y p . 


9-48. i ) El conjunto ^x e Cf / x 2 < 21 carece de supremo en Q 


ii ) Sean x 


_ P 


e y 


♦ Tomando n>qr se tiene nps >qr ==> 


nps — qr> 0 =» —— >0 


9*-/?. Ver 6-66 v 6-67. 


— > 0 => /re > — 

s s 


9*5i ) Sean A* = 
Detmimos 


* * * * y 


con i e N, tales que i j A< n A, = 


/ (*tf) 


/: Z Aj~>N mediante 

i= 1 


I— 1 * oo 

E 4*/. Como/es bivectiva, resulta Z A, numerable. 

i= 1 


ii } Sean A x : 


A* i 



lAr 

Ordenando segun el proceso diagonal de Cantor, resulta Z A; igual a la 

I s 1 

union de una farnOia numerable de eonjuntos finitos, que es numerable por 

i )• 


1 


TRABAJO PRACTICO X 


d f P V 4 n ~ l f P Y 

10-8. Sea d~eQ una rafz, con mcd ( p,q) = 1. Se tiene | — i 4- Z a t j ~ j 

q \ hj i~ o v hj 

n • I \ 

=» p n + <?” (a 0 + «i “ + +a n . 1 ~S-— j =0 =» p n + a 0 <?" + 

q „n- 1 J 


0 => 


.n-1 


+ a t pq n ' 1 4- . .. 4- p n '* =0 =* p* 4“ q {a 0 q n ~ l +a x pq n ’ 2 4- ... 4 
+ a n „ 1 p n ' 1 ) = 0 =► p n A q s ~ 0 => -q s = p n =» p ! p n y siendo p y q copi 


q 1 p n y siendo p y # copri¬ 


mes, es q \p , esdecir q — ± l. Luego ~~~ eZ. 


10-9. i ) Considerar la ecuacion x 2 ~ 5 = 0 y verificar que carece de rafees entercs. 
ii) Si d es la diagonal y a la arista, se verifica d 2 -3 a 2 =» C~^) = 3, 

cf 

Haciendo — = x, considerar ,x 2 —3 = 0. 

£ 

/0-/0, Seap € Z rafz de ia ecuacion. Entonces 

p n +a n .ip n ‘ l +a n . 2 p"‘ 2 4- ... +ajp±a o =0 => 

p. $+a Q - 0 con s = a n -i P n ~ 2 + * • • + a t ** P (“ s ) ~ a o ** P I 
10-11. Considerar A eQ con mcd (p f q)= 1. Si fuera rafz, ai sustituir se llega a 

q 

n * 1 

JL = ± l o = ± — , valores que no satisfacen a la ecuacion. 
q q 3 

10-12. Sea sfl A \f$ = x => 2 A 5 A 2 \/1 0 = A 2 =>2 \/T0 = x 2 — 7 => .x 
—14* 2 A 9 = 0 tiene como rafz a\/2 A\ZT, pero carece de rafees enteras. 

/0-i J. En efecto V,- V; se verifica: 

fli=3<3+ W = y ^ = 3_ “^7 <3 + iF =a ‘ 


J- <3 4- -i-r 

10 / ^ 10 * 


— a 


l0 - 14 Para N ft. { \ 


Para y/3: 


1.4 

1.5 

1.7 

1.8 


1.41 

1.42 

1.73 

1.74 
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Resulta: 

n/T+ VT:| 
'/T- V3 -l 




< 5-0 * / ’* 


* v «■ =• V ■- * 0Pl?flC£ 


/ 0-15. I ) A 

ii) A 


C tt *s <a „ 

% £ 1 J = J ? ►: Kf 5 * •« r d ? 5 a 1 .* |i « « l ■n. 

'*•' '■»« ' -1 U i n- V «- ■.«■ i 4 '<& *4* \ ti j. ^. Jl * Q • 


U s 0 j> U ^ X 6 Q T / A 

U f 0 ? U /.V e Q* / X 
l U L 


<3> 


10-16 i ) [-4 , D] ii) (-=» , -3)jJ {-1 , +<»} 

iii) (->/f , y/l ) *v) (-» , -V? ) U (%/T, 4-00) 

■l 

v ) De x < x resulta 

X ( X+ i) (x ” 1} < 0 a> X 6 ( -«* , — l ) U (0,1) 


-1 


vi) (x+2) [x -1) (x—2) x < 0 x c (-2,0) U (1,2) 


Extrema; inferiores o infimos: —4, no tiene 


v 7 5 , no tiene, no ti 


? .>-0 

tv* ^ imt> 


10-1 


* ~ 

g 


< v./ 


loencies < 


i' -1 

/ 2 


/ ^ 
/ 


u, no tiene, v c . no tiene, 1 1 j. 


//>/^ Cotas inferiores son I os racionales menores o iguaies que 0; colas superiores.son 
ios mayores o iguaies que 1. El supremo es I y d mfimo es 0. 

10-19, i ) Cota superior es todo real mayor o igual que \/T. 

Cota inferior es todo real menor o igual que 0, 

Supremo es \/2; mfimo e$ 0. 

A 

ii) B — v 2] U [ y/2 , + °°). No esta acotado y carece de extremos. 

iii) C — [ y/2 , + °°). No tiene cotas ni extremo superiores; esta acotado 
infericrmente por todo real menor o igual que y/l,y el mfimo es \fl. 
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10-20. Sea ceC =» c -x + y con x < a a y<b-&c<a + b=> a + he s c °ta su- 

o 

Stl&MA A 3 ,<»/.«*£,* *<r*e.J< *•««■“* 

superior de C, entonces a + b - 2 £ < x + y < c’, o sea a + b ^ c + _ ■ 


Luego a 4- b < c\ 

10-21. 3x 2 - 2x - 1 <0 => 3 (x-l)(x+ X )<0 =* * e (~ T • *)• 


Infimo es 


, y supremo es 1 


/I/* 1 -# ^1 lUU^J C > vt li Iv-a 


P ,y ujnfpTT^n no scris to quc Cb absuruO. 

^ w » V- ."'.V ■* ' 1 • ' • 


/0-31 HI. ^ = x a \ / i’ - .f =■ 


x = v m =» a ~ { v m )' 


=> v 


m n 


v ^ 


IV. -J/c?” = x => a m =x n => a mp =x rip 


n P njnp 

x — yj ol 


.m n 


10-24. i > ia.b) = [a.A] - (a.Aj> ~ [a.fc) ~ [0.1! 

Porque la diferencia entre un conjunto no numerable y un conjunto a U 
sumo numerable, es coordinable al primero. 


ii) Dividimos el intervalo [0,1) en n partes: 


ti a t 




tt n 

Se tiene [0,1) = 2. \a^i ,ai) - L B* 

i -1 i=i 

Vj = 1, 2, ... ,n es A f ~Bi=> 3 /;: A, -> B f biyectiva. Defmimos 
/: £ A£ B f mediante /(x) (x) si x e A lS la que es biyectiva. 


i -1 


i= 1 


L u eso X A[0,1). 


, : •- a <jj 

in i Lonsioeiain 


9 r 1 '?^ 

<W ^ t- .■» 


I: \ sucesion 3«- s 


1 T® •!* 

' J tf 

e> i ^ « ■'-> 9 


CSC . 


/ ^ 


x ■ 5 -• n *t * •* »■"■ 
<■ t.£ x.^i V 
*> 



Se tiene A* ^ [a t ^ i , a { ) V 1 e N y con el misino procedimiento utilizado en 

oo 

ii) resulta X A,- ^ [0, l). 

t= i 



r•• .• 




/,<-. *-'. :' V .- -^3 


r-,*t> /y- . 




;+ypr ¥Yi'\? J . % .-<t 




’"’’ ' bvl 
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RESPUESTAS A LOS TRARAJOS PRACT1COS 


10-25. i ) 2 VT 


ii ) Iog 2 5 = log 


% 5 


10-26. i ) 2 \/ 2 


ii)'/3 + V r 2 ; - j (1 +\/2+V5)(2-\6) 


10-27. i ) Aplicando 10.9.2 iv) 

legr* 3 ' + logi (2 xf - logr^ 

(2 x) 3 = 2 =* * = 


ii ) (12) — 11 + 1 => x = I 
?7>25. 4.4 V — 3.4 y = 1 =* 4 y = 1 =s- v = 0 


. X 


% x ~ x xJ2 a x # i *► VT 


En R” son soluciones 4y 1. 


=► 4 X “ X" => X = 0 V X = 4 


Sustituir logy x por en la primera ecuacion y se llega a 3 (log* y) 2 “ 

— 4 log* y + 3 = 0, que carece de rafces en Rporque A — b 2 ~~ 4 ac = —20. 

Si !a primera ecuacion tiene segundo miembro igual a —*• , el sistema admite 
las soluciones (2,8) y (8,2). 



■ / *v. • s- *•• a w ea a. MP. « > » ^ ^.•'“**•*'•**■"** 


TRABAJO PRACTICO XI 


« « / n t 4 t / “1 i. 2 a. 15 \ i 

ii- 1 0. t 6 T «i V*>i * V- ' -> v ->/ * 


11-17. 


m tw 




1 + / 


11*18. a) z — 4 i 


11*19. a) z = — i 


1+ VS / 


” I 


11-20. a) z 


L + ^-y/61 

5 5 


b)z 


11-21. a) z — z (1 + 1 ) 


** ” i 


CIZ 


■w» ■ « .»» » | 

\/6 + j 


^ i 


d) 1 

d) z — i 


li 


4 2 

c )z= f+ T * 


l) 2 = ± 



i V2+V 


//-22 a) Zi =2 (cos 30° + / sen 30°) b) z 2 = 4 (cos 240° + / sen 240°) 
c) z, = vT(cos 225° + /sen 225°) d) z 4 = 3 (cos 270° + / sen 270°) 


11-23. a) Z, = — 64 

. *3 _ 1 

c) 77 - 3 

/ 1-24. z 2 = 4 / 


b)z 2 z 3 = 4 V2 (cos 105° +/sen 105°) 


d) z‘° = 32 i 


11-25. f(z) = az 2 + bz + c=az +^z+c=az 2 + 2>z+c-0- 0 

2 V 2 

//»26. |z 2 —z| = [(sen’a - cos 2 a) 2 + (3 cos a + sen 2 a) ] 2 


11-27 : a 


= _L 

<a » ® 4 


i/-2& l,b-1,-L 
11*29. Zi =3,z 2 =-l + 2i 


11*30. x = 


i ,.v 


16 , 11 . 
13 13 ' 


11-31. a) -T+z=0 = 0 = -z+z = -z + 2 - - 

Cancelan do Z resulta - z^ - £_ _ 

b) z t - 22 ==2 i + (“ z 2 ) = :r i +(-z 2 ) = z 1 


= — Z +2 


- 22 



It 
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RESrilESTAS A LOS TRARAJOS PRACTICGS 


e) U,l=IZi-2a+*jl<U»-*»l + 
Luego 1 z 1 1 — 1 ^ 2 ! ^ !z 1 — Zj! 

d )z? = ^=(-f)^=*# 



e) =* Ui 

-2 


1 = |4 L ! U 2 I 

[ j 1 z* ~ z 

~~ ~r t - 

* 1 jl ^9 

: ( z * z 


kil 

Ujl 


-f I 


t h 


* i ■» 


* 5 3 

^ i i ** 
A* 1 I 




f ^ ? 


i/iJ. U + r*P + s 


_ 

4 ^ 




Ji.mw.*- jf VMMIV 


Z+r ) + ( 


■$ • t ^ 

~ ^ J ^ c* ' | 


■*# * * •*> 


•■ «• ^ - - rrfrt* 

»f*' 2 * # HH "*k~* 4- *V* *4" 


•*«*;<«♦ '“Igra 

’z + z’j t =2Iz 


2 i 2 


/ 7-54 i ) 21 = 1 => (cos x 4* i sen jc ) 1 = cos x + / sen x = cos Ix+- / sen 1 x 
ii ) (cos x + 1 sen x) h = cos 7rx 4- i sen /tx => (cos x + 7 sen x) ft T1 = 


Aplicar al primer miemhro de !a tesis la definicion de potenciacidn, y luego 
la hipotesis inductiva. Ver 11.9.3. 

11-35. i ) Esta resuelto en 11-10. 

ii) Aplicar 11-34. y cubo de un binomio. Igualar despues las partes real e 
imaginaria. 

7 7- 36. i ) Siendo L w y w 2 las rafces de x 3 - 1 =0, es w = w 2 y ademas 

1 4* w 4- w 2 =0. Entonces 1 4w 2 = - w => (1 4- w 2 ) 4 = (-w) 4 = 

= w 3 W — \ W — w 

ii ) (1 — w + r ){1 4* w - w 2 ) = [ 1 4- (w — w) j [1 - (w - w)J = 

= 1 — (w — w) 2 = 1 — w 7 4 2 ww — w 2 — 1 — w 2 4- 2 ww 7 — w 4 = 

= 1 - w 2 — vv 4- 2 w 3 = J + 1 4-2 = 4 

U-37. i ) w = ±(1 - 40 ii) w = ± (3 - 2 /) iii) w = ± (Vlo + V2 /) 


? ^ ? 

M. 1 # 


» ; 

■f 2 O A 


3 

# “ *■ 1 


i J ii^ 


-«W- - ? 

« ^« 


Y * 

* 1 » ■* 


ii )x 


^ 5 ■4- *. J 

— ^ — V 


■ar^rvMV»^:'T#n^-*«-'ii>«*i> ■ — !! ii «i«i 

+■ 2/ ) 2 -4 47 


h rT 


^ -o x»j n 

« 5 ^ \S *ju. 

^ i w.- ; 1 


^ ? *s. 

^ V 


‘ ' «v 


4 >XU 


70° + 2*tr , . 270°+ 2 kn 

-— T ? sen r—~—-— 


con k = 0, 1, 2, 3, 

;s 270° + 2 kn , . 270° 4- 2 A: 1 

11 ) p ~ I , <p= 2 /0° , w fe = cos — -t -1 sen -^——- 

con ^ = 0, 1.2. 

iii)p = 8 , ip= 0 , =2 co/ijl + i sen ,k 1,2. 


iv) p = 2 , ip = 30° , w fe = \/T cos 

= 0,1, 2. 


30° -f 2 k ff , . ■ 30° + 2 * 7T \ f 

-— + 1 sen - —J,k 


i 

i 


TRABAJO PRACT1CO XI 
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11-40. i ) p— Cf> , <^=315° = 2- 7r , In z — In \/b + i (-2- n + 2kitJ 


ii )p-e 


n , In z = 1 + i C~ n + 2 kn j 

x - 


iii) p 4 , (^ 3=0 T Inz =ln4 + Ik n i 
En todos ios casos k e Z, y el valor principal se obtiene para k 
11 41. i )ln vc = (1 — i) In ( VT — 1 ). Para el logaritmo es 

i — 

— yJ2 

ii, ^ ^.-ra j-i.? . {k 4- ^ "5. il ii IT'. - 4 »»t'X •*'% ^ 


/T 




W»r J - 


, J t! # 4Tl * ,v 4 V 1 

i- k *< ? t* ■■ . -3 k* * / 


is ) In w - 2 i In 3 i 


3 ? 


Hh Z 


4 3 / In 2 => w = e 


- - 7T ^ 3 n n 2 


— ; r in -c > u 

i I tit — » * * 


= I I 


/ In 


U 4--Hn2 
6 


/7~72 i )z = 0 


ii) z In 


+ 7 


= In i 


11-43. \ ) Resolviendo la ecuacion cuadratica en x\ se obtiene x J 

=s 1 — 7 t de donde, despues de aplicar logariimos, resulta 


?r , < / _ 

" j ln\ * 

x = e v x 


TV .? 

7—-, v z 


ii),^ 


i ± v^T l ± t V3 


=> X 


V 3 - 


i + i v x 


1 V3 

T + ' — V 


V-.: 


■ 9 \ i V 
■v 

j efc.vjsir-^i'ST-.'Jc- 


V-3 


v k »* r :r^ 




/\ ) Hs in recta- jc — 

\ 

ii ) (x.y ) / — 2 < v < 3) 

iii)|z + 1| > 2 (X + 1/ + y 2 
centro (—1 , 0) y radio 2. 


> 4, Es el exterior de la circunferencia de 


iv)((xy) / 


1 , . 1 
V <JC< — 


a x 2 + y 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 


v ) /(v?, p) / 45° 135° a p< 2j> 


Vi) j X + J>,‘- 1 + i| = 2 => (x - l) 2 + (y + l) 2 = 4. Es la circunferencia de 
centra (1 , — 1) y radio 2. 

IMS. i ) |z + II 2 = (x + l) 2 +>’ 2 (1) , I*" H 2 = (*- l) 2 +/ • Restando 


estas igualdades: |z + li 2 — |z 11 2 — 4 x =*• 

4 

=s> 3(z + l|-|z-l|)=4x => |z + 11 — lz— II = y* 
Comolz + 11 + lz - II = 3 (3) , sumando (2) y (3) se tiene 


T x 


( 2 ) 


z + i| = 


1 X 

— x, que susutuido en (1) conduce; a g 
3 __l. 


la elipse de semldiametros a 


,b 


\/5 


ii) Luego de elevar al cuadrado y operar algebraicair 
(, x 2 4 . y* ) 2 -2 c 1 ( x 2 -y 2 ) = 0 y en coordenadas 

pi _2c 2 cos 2 = 0, Es la lemniscata de Bemouilli. 


nte se llega a 
p dares re suita 


ik x 


11-46. Tener en euenta que cos kx 


4* e 


— ikx 


Efectuar 2 2 cos foe = t e ,kx + 2 e~ ikx mediante las sumas de los * 

l fc=i * * 

primeros teraiinos de las dos sucesiones geometricas. Luego de operar se Siega a 

„ J(n+l)x _ - inx 

1 +2 2 cosfcc= 7 --;-. 


mediante las sumas de ios n 


— inx 


k -1 


1 M7. No es una identidad. Basta dar un contraejerplo: z = 2, w = 8. 


s/l 


IMS. z =-s/5+s/2 i => z =-s/5-sjli => p = yfi., <p = arc tg enel tercer 
cuadrante. Se aplica la formula In z = In s/T + i (& + 2 k ff) 


11-49. i )e* = <?“ : =» e* e iy : 

= it -4 (y + 2 « ff) i 
neZ. 


e u e w 


x = u 


= « -4 iv + 2 n * i' 


a j = v4-2/ifr=>z=x4-;'f : 

— w 6 2 m ^ i iv “ 2 n ^ / 


con 


ii)Z“W = 2«w/ =»z=w + 2flJn* 


_ jw + 2 n iti 


e* = e“\ 1 




2/-5ft i )2cosz=e fa +e" i2 =e‘ (x+ly) + e - ,ix * yl> = 

= e~ y (cos x + i sen x) 4- e y (cos x — i senx) = 

= cosx (e y +e" y )-/ sen x (e y — e y ) = 

= 2 cos xchy — 2 i sen x s/z => cos z = cos x eft >> 

ii ) Utilizar el mismo procedimiento para sen z. 


— i sen x sh v. 


* 
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11-51. i )z--z = l => >’ 


, Resulta / y 


2 x + v 2 =0 => 


2x4 1 + 


1. Es la circunferencia de centro (1,0) y 


-u^^z+z =*X 2 +/ = 2x => X 2 - 2x + V 2 =0 =>X 2 2x + 1 + 

11 ^ , _ J ^ _ J )2 +y 2 = 1. Es la circunferencia de centro (1,0) y 

m jT/ -0 - ,1- 1 -o - W* -1 - *’ V - 1 * '* Mhn " 

ciacentrada en el origen, de radio 1. 

iv) , ■- + Z = 0 - Z 2 + 1 => 0 - X 2 - / + 1 + 2 xy i = 0 - 

"»=>• x 2 -y 2 +1=0 A 2 xy = 0- 

2 v „2 „ t A r v = 0 V V = 0) => 

. V ..2 _ V* = I A x = 0) V ( r - X = 1 A > U > _ 
w v- r •• ,,, .. , _ i a v = 0) ■» z - - ‘ 

=, ( V = ± 1 A X - 01 V (- x - » 


X* “ 
2 

s=> V 

. f 
V/ 


^ { V 


A X 


01 v 


=> Z — ~ ‘ 


2 K « •»’ 

1 ■ c ^*“ 
I It 


v lz' 1 + : e R => (x ^ 0 a y 0) v x ^ e , odaen y e l eje 

Es la union de ia circunferencia de radio v 

real, salvo el origen. 


vi) - = z 2 -x+ yi = (X - yif - + + - v ' ~ *' 

— , v.2 - v 2 - x) + (- 2 xy - yl I = 0 =*• 

=> x 2 -x-y 2 =0 a y ( 2 x + i) = 0 


xvz s* 


. 4. / v 4- t I *j = !x ^ < v + 2) li 

•V a- I | j - t~ 4- 7 ft \X » i V « ^ V - 

vii) C ^ ~ ~ n * w ^ ^ ^ x i 

+ ( y + 1 r + ( V + -r x - y ■ 1 


4- X =S> 


=> 2 v -4 3 - o => v 


— J> 


Resulta 6x,v) y = 


IP 0 * 

11-52. a) 2 i 

fe-0 


b) 2 f 


100 

te^l 


i 2 + .. . + 
100 jot 


.100 


to I 


•SOSO 


r = - 1 


.a iS. 0 -Ahr««. Supongmo, 

entonces Z\ ^ CJ y ±2 ^ 0* 

. , „ ,2 ^ 1 2 4. | - i 2 -4 2 \ z 1 z «»! (c 5 2) (z 1 * 4 - 2) ~ 

Z» + z 2 l -Ull ^1-25 ^ - 1 - ; ^ j — 1 } - i =*■ 

= \z t \ 2 +i- 2 i 2 +2|Zi2 ? i => 2 Rei:i: 2 )^M- 2 i--‘ — 

=* Rc(z, r 2 ) =lz 1 z 2 i 0) . — ==(xu +.,..,) + i(y«-xr)y poid), 

Seanzi=x+yi a . 2 -»tm . 

seriene: ^ 4 . / v «-xvl 2 -*• vu - xv = 0 => yu = xv. De los casos 

(xw+yv) — (xu yv) ( . _ jt _ , _ v 4 - vi = — v +.vi = 

posibles consideramos v ¥= 0 =» x y -1 '' 


(M + IV) — - 2 



* J o 

4 y O 


RESPULSTAS A LOS TKABAJOS IT. AC NCOS 


J1-54. i )z ~ 


Ahorabicn.comoRc^, z 2 )~ jr,| |z 2 | =* Re (az 2 T 2 ) ~\az 2 \ \z 2 \ 

=> a |z»J 2 — I at \z 2 \ 2 =Ha| = tt => aeR + iu{o}. 

‘ ^_1 _ Vs 1 . ] 

' --- -■ ,— a — ot nn 


V~5 4 i 

f\ V 


JL . 

4 1 


j j (cos 840° 4 -1 sen 840°) 


16 


A #>—210° 

(cos 1 20° 4 / sen 1 20°) - 


- cos 60° 4 i sen 60 °) 


4 ; 


, VT 


16 V 


; VI 

2> J 


? * 1 T 

4 £ .* 


I 4- i 


a—••* i.A^naBTA 


sen u - i sen 


sen a 


sen & 


Pa re I -f- os p 


1 V -*« * 


.-sen t 

'“*:j ' . I 


£* U O 


lii) z = 


sen a 

l +/ 

vT-i 


(cos 180° - i sen 180°) = - 


sen 4 a 


Para 1 4 1 es p 
_ „ VTCcos 45° 


V 2 y 4 ? 


2 icos 330° 


i sen 45°) 
i sen 330°1 


45° ; para y/~3~ / es p=2 y ^ = 330°. 
— - 4 - 4 (cos 9 0° + / sen 90°) 


=» 7 


6 (cos 1320° + /sen 1320°) 


cos 240° + i sen 240° 


.. VT 


2/V3 


■cos 60° - / sen 60° 

= _ sTi 1 . 

2 2 * 


11*55. I ) j w + 


w — ZH't r w 


(r vy) i?t? (riv I z w) = z w 4 - z vu 


n) 2 w zw-zw z w- 2 ilm (z w) => Im (z w -? w) = -j- ( z w~l w) 
Lr^, ?“ J" - ** * '• «» «-bl lo es piles 

mca ( 2 ,3) — l. Temendo en cuenta que 1 + w + w 2 = 0 (ver 11 - 57 ), resulta 


5 7. Para n > 1 . s 


\ $ | -- \ »—•> t 

f \ 5 *~V J — | 


'IV 


< ^ 
“T >V 


(4" iv) 4- | 


si iv es raiz f?-^irna * 


&■ V, i- 


^ T" \J* v vvliiy 


11 + IV 4 w 3 4 _ , 4 w r ' “ 1 ) (1 — W ) ~ I 

resulta 14^4 w 2 4 . . . 4 1 - 0 


/ 1‘58. 


. V3 j n / 


V3 * ” 


i A . Vs) 3 l fe * 

- _ j 


4 j f■ 
L v 


V5 


\ 3] A 


= l fe 4 l fe = 2. 


Pi - 


TRABAJO PRACTICO XII 




M. W •» A 


12-21. i ) 2 P - Q = 4 X 4 + 2 3X + 5 _ _ 

ii j P . Q =T X s + TX 4 + 3 X 3 + 5_X 2 + 1 _X + 3_ _ 

iii) P 2 _ Q = 4 X 8 4- 4 X 7 + X 6 + 4 X*,+ 2 X 4 + 5 X + 4 

iv) ^(XP + 2Q) = 5 

1-2-22. 6+6.7+6.7 J + 6.7 3 

/ 2-23. No existen ya que en R [X] si A es de grado positivo, entonces de 
deduce gA + gA’ = gA => gA = 0, lo que es imposible. 


A se 


12-24. i ) C = -2 

ii) C = —1 

iii) C = 0 


—2 
-X 2 
2 X 2 


2X43 

1 


/2-25. Imponiendo ai resio (m 2 + 2 m 4 i) X la eondicion de ser el polinomio nulo, 
results m ~ ~~ 1. 

/2-2& i )C = ~sX 2 -a 2 X ; R = -l_ 

ii ) Tener en cuenta que el opuesto de 2 es 3. Se obtienen 
C = 3 X 3 4 4X 2 +1X + 3 ; R = I 

iii) C — / X 3 4 X 2 +(-2 4)X + H +2/) ; R=2 + 2/ 

iv) Despues de dividir el dividendo y divisor por tres se obtienen 




— 3 x 4 


»o s< 


irn^F 

4%. 


S3^f„ 


/2-27, Aplicando 12.6.2 se obtienen: 

i ) X 4 1 ii ) X 2 + 4 iii)X n -l 

12-28. Especializando X por a , se obtiene 

R = F («) Q (a) - P (tf) Q (a) - 0, es decir X - ^ | P . Q (fl) - P (a) 4 Q 

i2-29. En los tres anillos de polinomios se obtiene P = (X+2) (X-2) (X44). 

12-30. Puede aplicarse 12.11.1, o bien por computo directo las raices son ± \fl, 

± Vs. 




Rl.srui-.STAS A LOS TUABAJOS PRACT1COS 


2-.iL Las rai'ces de P = X 4 -10 X 1 + 1 son 


r~ x n 

.4 i Hs 4* / \/ 

-i. V ' — V w 


V3> =±(>/2±nA3) 


/ >., 7 De acuenio con 12.9.2., si a es raiz doble deP.esraiz de P’ 3 * + 4x 4. 
De F son rai'ces - 2 y f . La primera es raiz doble de P y resulta P - (x 

+ 2) 2 (x — 2). 

, J3. Basra efectuar P « (X-a,) (X-a*) (X-o,) (X-a. > = 

\ * „ v 3 4 - -i- y~ 4 -/ 7 . X t* tfn * donde 

a , ~ - sa. +*<*3 + <*■*) 

J, = \* 5 0£j + «i % + • * * T *** *** 

j\ = —* lOtt a 5 a 3 ' + • • ■ + a 2 a 3 a4> 
an = a 2 a 3 a*. Ver 12.12, 

p r= x 4 - 5 X 2 + 4 3 ^ 

i ) ^ es irreduc-ible en Q IX] pero no en R [X] pues A = (X-V3)(X + 

- —* 




■r \ 3 X v°) 

3 es irreducible en ambcs anillos pues b 1 — 4 ac < 0. 

. = (X + n( x- l) (X 2 + x + l)(X 2 -X + 1) es reducible en Q IX] y 


tf i 2 


ii) C = O 
R [X1* 


r f u i \ „ 

12-36. Si = 0. es trivial. Considerando <r 2 * 0, se tiene P = a 2 \ [ X + , flj J 

_ ; Si A > 0, entonces P es reducible. Luego P irreducible implica & < 0. 

a ^ , '™ r - 


ji 


R,„»r«»..«« sifi < 0. mionM P «trrfucM. *» R M- 

J p . X’ * 2 X - 4 « Q1X1 con A - 4 + 16 - 20 > °. y » 

12.38. P =3X ! +4X+T, 

r: n > ) Reflexividad: BIO =* »A- A ~ ^ A >2 A => A’ ~ A 

Simema: A ~A Bl A l ^ B|A _ A . A B |A’- A” «* 

Transitividad: A A a A 

==» BIA' - A , => A A . 

.. . v _ f.p f v rv 1 / p'~~ A } y como P ~ A BlP A P A CB 

u )K a =1 P e K. [Aj “ /v j y /CeKfXl) 

p = A + CB. Luego K A — { A + 1 ^ 

,7 

s Probar. como en 5-12 y 5-13 

i ) A ~ A’ a C ~ C => A + C ~ A’ + C* 

ii) A - A’ a C ~ C* - AC ~ A C’ 


/ '-4 L Demostrarlo en las siguientes etapas 


y-\\ s; 


% . in[Miw«irr~rr nrr ir—»"-- 


TRABAJO PRACTIC’D XH 


i ) 1 es un subanillo de K [X] 
ii)Qe 1 a PeK[X] =*■ QPel 
1 se llama ideal generado por A y B. 

, 7 , 2 Sea ( h \ con i e U una familia de ideales de K [X], Con el criterio utilizado m 
/2-4Z sea i lj } coil 1 c U , , F . demostrar. de acucrdo 

9-16 se prueba que H lj es un sub am 11 o de K [XJ. ra 


con 12.5 


A e 0 l, a P e K [X] -*• A P e P. I 


i€ V 


ie U 


que es inmediato. 


r f c \ L t a / q a TeK [X] , y PI if la interseccion de tod os 
12 - 43 . Sean ! ={S Ai +T A 2 /^ a ieiviAj;,yi i 


ideales que contienen a Ai y A 2 . Ai ~ 1 Al + 0 a \ Er 

: I A 2 A, el A A. el. o sea 1 es un ideal que connene a A, y a A I; fcn 

4 l A2 ci „ I ^fl 1 v rarq -UR-t es SUtlCl€Hte 

consecuencia H I* C i. Falta. probar que ^ i . V 
demostrar: Pel => P efilj. 


t2 - 44 . i ) X = -2vT Las cuatro rafces cuartas de / se obtienen medmnte 


A _ f*p+ 2 k 7! 
w fe =V / p cos I” — 


s&±2krr , . - k7( \ 

t/n cos r~— + ' sen —T-- J 


donde p - 1 , 


v fc = 0,1, 2, 3. 


ii) x 3 + X 2 + X + 1 = X 2 (X + 1 ) + (X + 1) - (X + 1)(X + 1) 

Resulta x, =- 1 ,*i =i =_1 


iii) i X 3 + 1 = 0 =• X 


3 — 


i s> jc ~ \j~~~ L En este case 


1 v 4 


= 3 — Se aplica la formula de la parte i ) para k - 0, 1, 2. 

ii ,n ~ n =n ^ m = i 

/2-T5. i ) .r , + x ; - 0 = g m 

* 


ii ) x i x 2 - 1 


8 m 


= 1 ==> m 


iii) A == i? 2 ^ 4 ac = 0 ^49 (/w D 
se resuelve esta ecuacion en ni 


32 m = 0 


4 - a v a 4* os + ax = — 2 se tiene a 3 - ~ L Por otm parte, 
,2 ' 46 - 1 } TZ 1 y 2, - deduce que a, y «, son las rai'ces de la 

. ecuacion f 2 4* t + 2 = 0 y resulta 

1 1 . fi n - -L — — i y/l. 

* x =- T + T lsJ1 ’ 2 2 2 
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RISPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACT1COS 


ii)De ax a 2 a 3 = 1 y a 2 - ~~ 1 se obtiene c< 3 =— L Entonces F es 
divisible por X4 1. La aplieacion de la regia de Ruffini determina el 

codente C = 2X 2 —3X~2, cuyas raices son a 1 = 2y a 2 = —~ . 

12-47. i ) Operando convenientemente se obtiene 

~ bx (b 4 x) ™ (0 4 b 4 x) (x 4 b) =*► 

** (V 2 4 4 ax) (x + b) 4 Z?x (b 4 x) = 0 =► 

=> f.r + b) (a 2 4- ad 4- ax 4- &x) = 0 

=» .* 4 6 = 0 v rz 4 b) x + a (a 4* b) — 0 =*• x = — b v x = — a 

si m 4- b 7= 0. 


* ♦ V 

** Jfc 


/ 1 


\.f 

A 


4 


v. se resuelve \ 


i 


y ^ i ™ 0 y sc obtiene ji 


% r. 


1 


Luego x = i, siendo p = 1 y $ - tr. 

/2-4& Considbrando la condicion ax = 2 a 2 y tes relaciones entre coeflcientes y raices, 
se obtiene m = ± 6. 


/2~/9, Como l«i 4 a? 4a^ + a 4 ) : ~ 


4 


4 


4 


k; 


4 2 S a, a r , se tiene {— 3) 2 = £ cl 4 

*™ l 


2 


4 




“5 


1 

to 


=> 21 a. 

i=i * 


4. 


12-50. El camtio de variable x =y — 3 conduce a ( y — 3) 3 ~ 3 ( y — 3) 2 4 2 ( y — 3) = 

= y 3 —12 y 2 4 45 y — 60. 

t 
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